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内 容 简介 


本 书 主要 是 根据 "数学 建 模 ” 课程 的 教学 和 数学 建 模 竞 赛 培 训 活 动 的 实际 需要 ,以 及 作 
者 多 年 从 事 相 关 工 作 的 实践 经 验 和 体会 编写 而 成 的 ,从 内 容 上 突出 体现 了 “ 广 浅 、 新 .用 "的 
现代 应 用 特点 。 

主要 内 容 包 括 量 纲 分 析 ,集合 分 析 、 微 分 方程 差分 方程 \ 插 值 与 拟 合 层 次 分 析 、 概 率 分 
布 , 数 理 统计 、` 回 归 分 析 、 线 性 规划 、 整 数 规划 、 非 线性 规划 、 动 态 规划 排队 论 、 对 策 论 、 随 机 性 
决策 分 析 、 多 目标 决策 分 析 、 图 论 、 模 糊 数学 和 灰色 系统 分 析 等 20 大 类 数学 建 模 方法 ,每 一 种 
方法 都 有 相应 的 应 用 案例 分 析 及 参考 案例 。 最 后 附 有 历年 中 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 和 美国 
大 学 生 数 学 建 模 竞赛 的 问题 ,以 及 MATLAB 的 使 用 简介 。 

本 书 可 作为 专科 生 、 本 科 生 、 研 究 生 的 “数学 建 模 ”" 课 程 教材 外 ,还 特别 适用 于 数学 建 模 
竞赛 的 培训 教材 ,以 及 供 从 事 应 用 研究 的 工程 技术 人 员 参 考 之 用 。 
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虽然 ,数学 建 模 (Mathematical Modeling) 作为 一 个 词汇 问世 ,不 过 是 近 几 十 
年 的 事情 ,可 是 ,在 数学 产生 、 发 展 的 历史 长 河中 ,人 们 用 建立 数学 模型 的 办 法 解 
决 那些 需要 数量 规律 的 现实 问题 ,并 获得 巨大 的 成 功 , 是 不 乏 先 例 的 。 选 入 20 
世纪 以 来 ,数学 的 应 用 不 仅 在 它 的 传统 领域 一 工程 技术 、 经 济 建设 发 挥 着 越 来 
越 重要 的 作用 ,而 且 不 断 地 向 一 些 新 的 领域 渗透 ,形成 了 许多 交叉 学 科 一 计量 
经 济 学 \ 人 口 控制 论 、 生 物 数学 \ 地 质数 学 等 等 。 数 学 与 计算 机 技术 相 结 合 ,形成 
了 一 种 普遍 的 、 可 以 实现 的 技术 一 一 数学 技术 ,成 为 当代 高 新 技术 的 重要 组 成 部 
分 。 高 技术 本 质 上 是 数学 技术 "的 观点 已 被 越 来 越 多 的 人 们 所 接受 。 在 高 科 
技 , 特 别 是 计算 机 技术 迅速 发 展 的 今天 ,计算 和 建 模 正在 成 为 数学 科学 向 数学 技 
术 转 化 的 主要 途径 。 

教育 必须 跟踪 、 反 映 并 满足 社会 的 实际 需要 ,数学 建 模 进 入 大 学 课堂 , 既 顺 
应 时 代 发 展 的 潮流 ,也 符合 教育 改革 的 要 求 。 对 于 数学 教育 而 言 , 既 应 该 让 学 生 
掌握 准确 快捷 的 计算 方法 和 严密 的 推理 论证 ,也 需要 培养 用 数学 工具 表达 、 分 析 
与 解决 实际 问题 的 意识 和 能 力 ,传统 的 数学 教学 体系 和 内 容 无 疑 偏 重 于 前 者 , 开 
设 数 学 建 模 课 程 则 是 加 强 后 者 的 一 种 尝试 。 


1992 年 ,全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 一 出 现 就 受到 广大 同学 的 欢迎 和 教育 界 ， 


的 重视 。 十 几 年 来 ,数学 建 模 课堂 教学 和 竞赛 活动 相互 促进 、 相 得 益 萌 ,其 内 涵 
之 丰富 和 规模 之 庞大 ,在 数学 教学 必 至 整个 大 学 教育 中 都 是 少见 的 。 许 多 学 校 
还 经 常 举办 校内 的 建 模 竞 赛 , 再 加 上 参加 培训 的 同学 数 倍 于 参加 竞赛 的 同学 ,这 
项 活动 的 受益 面 是 相当 可 观 的 。 

许多 中 青年 教师 常年 辛勤 工作 在 数学 建 模 教学 和 竞赛 的 第 一 线 , 以 精湛 的 
指导 能 力 , 一 丝 不 苟 ` 认 真 细致 的 工作 态度 , 任 劳 任 她 、 不 计 报 酬 的 奉献 精神 ,得 
到 同学 们 由 真 的 称 狗 ,为 数学 建 模 活 动 的 发 展 做 出 了 巨大 贡献 。 这 本 书 的 作者 
就 是 他 们 中 突出 的 一 位 。 

我 们 提倡 广大 同学 通过 数学 建 模 课 的 学 习 和 参加 数学 建 模 竞 赛 有 关 的 课外 
活动 ,使 更 多 同学 参与 到 数学 建 模 中 来 ,而 且 能 使 他 们 从 中 都 能 受益 ,特别 是 通 
过 学 习 和 训练 能 够 更 多 地 掌握 数学 建 模 的 知识 和 用 数学 工具 分 析 、 解 决 实际 问 
题 的 方法 ,进一步 提高 数学 建 模 的 意识 和 能 力 。 目 前 , 适 仓 同学 们 学 习 和 参加 竞 
赛 用 的 辅导 材料 还 不 够 丰富 。 

这 本 书 的 作者 在 多 年 讲授 数学 建 模 课程 及 组 织 、 辅 导 竞 赛 活动 的 同时 ,做 了 
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不 少 与 建 模 有 关 的 实际 应 用 课题 。 他 的 这 些 经 历 使 这 本 书 作为 数学 建 模 教学 和 

竞赛 的 辅导 材料 至 少 有 两 个 显著 特点 ,一 是 比较 全 面 、 系 统 和 简练 地 介绍 了 数学 

建 模 常用 的 各 种 方法 ,二 是 每 种 方法 都 附 有 生动 的 实例 ,并 且 这 些 实例 大 多 数 来 

自作 者 自己 的 研究 工作 ,这 在 我 国 出 版 的 数学 建 模 图 书 中 是 比较 少见 的 。 
希望 这 本 书 的 出 版 能 让 更 多 的 教师 和 同学 在 数学 建 模 活 动 中 得 到 有 益 的 启 

迪 和 更 大 的 收获 。 


姜 启 源 
2004 年 10 月 
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目前 ,数学 建 模 现 已 成 为 大 学 校园 里 的 一 个 热门 话题 ,参加 数学 建 模 竞赛 活 
动 在 广大 的 学 生 中 已 成 为 追求 的 时 尚 , 这 项 工作 越 来 越 受 到 各 级 教育 管理 部 门 
领导 的 关心 和 重视 ,也 得 到 了 科技 界 和 教育 界 的 普遍 关注 。 这 主要 是 数学 建 模 
的 教学 和 竞赛 活动 在 综合 能 力 、 创 新 意识 科研 素质 的 培养 过 程 中 的 作用 和 地 位 
已 被 越 来 越 多 的 人 所 认识 , 它 的 实际 效果 正在 源源 不 断 地 显现 出 来 ， 数 学 建 模 
的 人 才 ” 和 "数学 建 模 的 能 力 ” 正 在 实际 工作 中 发 挥 着 积极 的 重要 作用 。 数 学 建 
模 工 作 的 发 展 前 景 是 无 限 的 ,数学 建 模 的 人 才 大 有 作为 。 

一 年 一 度 的 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 是 为 了 推动 高 校 的 教学 改革 更 好 地 
培养 学 生 解 决 实际 问题 的 能 力 和 创造 精神 ,是 由 教育 部 高 等 教育 司 直接 组 织 领 
导 , 面 向 全 国 高 等 院 以 的 规模 最 大 、 参 与 院 校 最 多 、 涉 及 面 最 广 的 一 项 科技 竞赛 
活动 。 自 1992 年 举办 第 一 届 竞 赛 以 来 ,参赛 队 数 平均 每 年 以 20% 左右 的 速度 
增加 ,2004 年 已 到 了 724 所 院 校 的 6 881 个 参赛 队 。 也 正 是 由 于 数学 建 模 活动 
的 开展 ,有 力 地 推动 了 大 学 数学 改革 的 开展 ,并 已 取得 了 显著 的 成 果 , 全 国 范围 
内 在 校 研究 生 的 数学 建 模 竞赛 也 正在 悄然 兴起 ,并 乘 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 
的 东风 ,大 有 飞跃 发 展 之 势 ,相信 不 远 的 将 来 这 项 面向 全 面 高 等 院 校 研究 生 的 科 
技 竞赛 活动 像 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 一 样 ,健康 莲 勃 地 发 展 壮大 。 

.作者 在 多 年 从 事 “ 数 学 建 模 "课程 的 教学 和 组 织 指导 数学 建 模 竞 赛 工 作 的 
基础 上 ,博览 了 国内 现 有 的 大 部 分 相关 资料 ,并 吸取 了 各 自 所 长 ,编著 了 这 本 教 
材 , 其 内 容 是 作者 多 年 从 事 相关 工作 的 积累 和 总 结 , 书 中 所 讲授 的 数学 建 模 方 法 
是 目前 应 用 最 广泛 的 方法 ,也 是 数学 建 模 工作 应 该 掌握 的 方法 ,所 引用 的 案例 大 
部 分 是 作者 自己 的 工作 ,当然 ,限于 篇 幅 不 可 能 把 所 有 有 关 的 内 容 都 写 进 蔬 里 ， 
但 在 书 中 充分 体现 了 “ 广 小 .新 用 "的 现代 应 用 特点 。 

本 书 可 以 作为 专科 生 、 本 科 生 的 “数学 建 模 " 课 程 教材 ,在 规定 的 学 时 内 选 
择 相 应 的 教学 内 容 ; 作 为 大 学 生 、 研 究 生 参加 数学 建 模 竞 赛 的 培训 教材 都 是 必须 
要 掌握 的 内 容 ;也 可 以 作为 相关 专业 研究 生 和 技术 人 员 从 事 应 用 研究 工作 参考 
之 用 。 

本 蔬 之 所 以 能 够 献 给 读者 ,主要 是 得 到 了 解放 军 信息 工程 大 学 、 信 息 工程 学 
院 各 级 领导 和 学 院 机 关 的 关心 与 支持 ,以 及 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 的 
资助 和 专家 的 指导 帮助 ;特别 是 清华 大 学 姜 启 源 教 授 在 百 忙 之 中 审阅 了 全 部 书 
稿 , 多 次 提出 指导 性 修改 意见 ,并 为 书 作 序 ; 解 放 军 信息 工程 大 学 杨 士 杰 教 授 也 
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审阅 了 本 书 的 初稿 ,提出 了 很 好 的 建议 ;我 的 几 位 研究 生 杜 建 平田 园 、 陈 廷 、 笋 
福 林 等 也 为 本 书 做 了 许多 的 工作 。 在 此 ,对 他 们 的 关心 、 支 持 和 帮助 一 并 表示 翰 
心 的 感谢 。 在 这 里 还 要 感谢 多 年 来 同 我 一 起 并 肩 战斗 过 的 同事 们 ,以 及 所 有 参 
加 过 数学 建 模 竞赛 活动 的 同学 们 , 正 是 有 了 他 (她 ) 们 的 支持 和 合作 , 才 给 了 我 
学 习 、 提 高 的 发 展 空间 和 机 遇 。 我 是 数学 建 模 的 受益 者 , 暂 将 数学 建 模 的 事业 发 
扬 光 大 ,让 更 多 的 人 从 中 受益 ,为 培养 更 多 高 素质 、. 具 有 创新 能 力 的 应 用 人 才 做 
出 应 有 的 贡献 。 
限于 作者 的 才 政 学 浅 , 书 中 肯定 有 许多 不 妥 之 处 ,和 敬 请 批评 指正 。 


韩 中 广 
2005 年 2 月 于 郑州 
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众所周知 ,21 世纪 是 知识 经 济 的 时 代 , 所 谓 知 识 经 济 是 以 现代 科学 技术 为 
核心 ,建立 在 知识 和 信息 的 生产 、 存 储 、 使 用 和 消费 之 上 的 经 济 ;是 以 智力 资源 为 
第 一 生产 力 要 素 的 经 济 ; 是 以 高 科技 产业 为 支柱 产业 的 经 济 . 知识 创新 和 技术 创 
新 是 知识 经 济 的 基本 要 求 和 内 在 动力 ,培养 高 素质 、 复 合 型 的 创新 人 才 是 时 代 发 
展 的 需要 . 创新 人 才 主 要 是 指 具 有 较 强 的 创新 精神 、 创 新 意识 和 创新 能 力 , 并 能 
够 将 创造 能 力 转化 为 创造 性 成 果 的 高 素质 人 才 . 培养 创新 人 才 , 大 学 教育 是 关 
键 , 而 大 学 的 数学 教育 在 整个 大 学 教育 ,乃至 在 人 才 的 培养 中 都 起 着 重要 的 葛 基 
作用 . 正如 著名 的 数学 家 王 梓 坤 院士 所 说 ,今天 的 数学 兼 有 科学 和 技术 两 种 品 
质 ,数学 科学 是 授 人 以 能 力 的 技术 , "数学 作为 一 门 技术 , 现 已 经 成 为 一 门 能 够 
普遍 实施 的 技术 ,也 是 未 来 所 需要 的 高 素质 创新 人 才 必 须要 具备 的 一 门 技术 随 
着 知识 经 济 发 展 的 需要 ,创新 人 才 的 供需 矛盾 日 趋 突 现 ,这 也 是 全 社会 急 呼 教学 
改革 的 根本 所 在 . 因此 ,现代 大 学 数学 教育 的 思想 核心 就 是 在 保证 打 牢 学 生 基 础 
的 同时 ,力求 培养 学 生 的 创新 意识 与 创新 能 力 \ 应 用 意识 与 应 用 能 力 . 也 就 是 大 
学 数学 教育 应 是 基于 传授 知识 .培养 能 力 、 提 高 素质 于 一 体 的 教育 理念 之 下 的 教 
学 体系 . 数学 建 模 活动 是 实现 这 一 改革 目标 的 有 效 途 径 , 也 正 是 数学 建 模 活动 为 
大 学 的 数学 教学 改革 打开 了 一 个 突破 口 , 近 几 年 的 实践 证 明 ,这 一 改革 方向 是 正 
确 的 ,成效 是 显著 的 ， ”， 


1.1 数学 建 模 的 作用 和 地 位 


我 们 培养 人 才 的 目的 主要 是 为 了 服务 于 社会 .应 用 于 社会 ,促进 社会 的 进步 
和 发 展 . 而 社会 实际 中 的 问题 是 复杂 多 变 的 , 量 与 量 之 间 的 关系 并 不 明显 ,并 不 
是 套用 某 个 数学 公式 或 只 用 某 个 学 科 、 某 个 领域 的 知识 就 可 以 圆满 解决 的 ,这 就 
要 求 我 们 培养 的 人 才 应 有 较 高 的 数学 素质 . 即 能 够 从 众多 的 事物 和 现象 中 找 出 
共同 的 、 本 质 的 东西 ,善于 抓 住 问题 的 主要 矛盾 ,从 大 量 数 据 和 定量 分 析 中 寻找 
并 发 现 规律 ,用 数学 的 理论 和 数学 的 思维 方法 以 及 相关 知识 去 解决 ,从 而 为 社会 
服务 . 基于 此 ,我 们 认为 定量 分 析 和 数学 建 模 等 数学 素质 是 知识 经 济 时 代 人 才 束 
质 的 一 个 重要 方面 ,是 培养 创新 能 力 的 一 个 重要 方法 和 途径 因此 , 开展 数学 建 


@@| 第 一 章 ”引言 
模 活 动 将 会 在 人 才 培 养 的 过 程 中 有 着 重要 的 地 位 和 起 着 重要 的 作用 ， 


1.11 数学 建 模 的 创新 作用 


数学 科学 在 实际 中 的 重要 地 位 和 作用 已 普遍 地 被 人 们 所 认识 , 它 的 生命 力 
正在 不 断 地 增强 ,这 主要 是 来 源 于 它 的 应 用 地 位 .各 行 各 业 和 各 科学 领域 都 在 运 
用 数学 ,或 是 建立 在 数学 基础 之 上 的 , 正 像 人 们 所 说 的 “数学 无 处 不 在 "已 成 为 
不 可 争辩 的 事实 . 特别 是 在 生产 实践 中 运用 数学 的 过 程 就 是 一 个 创造 性 的 过 程 ， 
成 功 应 用 的 核心 就 是 创新 .我 们 这 里 所 说 的 创新 是 指 科 技 创 新 ,所 谓 的 科技 创新 
主要 是 指 在 科学 技术 领域 的 新 发 明 .新 创造 . 即 发 明 新 事物 .新 思想 .新 知识 和 新 
规律 ;创造 新 理论 .新 方法 和 新 成 果 ; 开 拓 新 的 应 用 领域 .解决 新 的 问题 . 大 学 是 
人 才 培 养 的 基地 ,而 创新 人 才 培 养 的 核心 是 创新 思想 .创新 意识 和 创新 能 力 的 培 
养 . 传统 的 教学 内 容 和 教学 方法 显然 不 足以 胜任 这 一 重任 ,数学 建 模 本 身 就 是 一 
个 创造 性 的 思维 过 程 , 从 数学 建 模 的 教学 内 容 .教学 方法 ,以 及 数学 建 模 竞赛 活 
动 的 培训 等 都 是 围绕 着 一 个 培养 创新 人 才 的 核心 这 个 主题 内 容 进行 的 ,其 内 容 
取材 于 实际 方法 结合 于 实际 .结果 应 用 于 实际 . 总 之 ,知识 创新 方法 创新 .结果 
创新 ` 应 用 创新 无 不 在 数学 建 模 的 过 程 中 得 到 体现 ,这 也 正 是 数学 建 模 的 创新 作 
用 所 在 ， 


上 二 2 数学 建 模 的 综合 作用 


对 于 我 们 每 一 个 教 数学 基础 课 的 教师 来 说 ,在 上 第 一 堂 课 的 时 候 , 按 惯例 都 
会 讲 一 下 课程 的 重要 性 ,一 方面 要 强调 课程 的 基础 性 作用 ; 另 一 方面 ,免不了 都 
要 说 它 在 实际 中 有 多 人 么 重要 的 应 用 价值 等 等 . 对 大 多 数学 生来 说 ,可 能 对 这 门 课 
程 在 实际 中 的 应 用 更 感 兴趣 ,但 是 ,往往 等 到 课程 上 完了 以 后 ,经 常 是 让 这 些 学 
生 大 失 所 望 ,主要 是 因为 他 们 没有 看 到 课程 在 实际 中 的 应 用 ,仅仅 是 做 了 几 道 简 
单 的 应 用 题 而 已 .学生 免不了 就 会 质问 教师 :你 既然 说 本 课程 在 实际 中 有 重要 
的 应 用 ,那么 为 什么 不 教 我 们 如 何 应 用 本 课程 的 知识 来 解决 实际 问题 呢 ?” 这 个 
问题 对 一 般 的 基础 课 教师 可 能 是 难以 明确 回答 的 ,原因 是 单 学 科 的 知识 能 够 解 
决 的 实际 问题 是 很 少 的 ,尤其 是 对 于 某 些 基础 数学 课程 而 言 更 是 如 此 . 而 学 习 了 
数学 建 模 以 后 ,这 个 问题 就 不 存在 了 ,因为 数学 建 模 就 是 综合 运用 所 掌握 的 知识 
和 方法 ,创造 性 地 分 析 解 决 来 自 于 实际 中 的 问题 ,而 且 不 受 任何 学 科 和 领域 的 限 
制 ,所 建立 的 数学 模型 可 以 直接 应 用 于 实际 中 去 ,这 是 数学 建 模 的 综合 作用 
之 一 . 

必 一 方面 ,数学 建 模 的 工作 是 综合 性 的 ,所 需要 的 知识 和 方法 是 综合 性 的 ， 
所 研究 的 问题 是 综合 性 的 ,所 需要 的 能 力 当 然 也 是 综合 性 的 . 数学 建 模 的 教学 就 
是 向 学 生 传 授 综 合 的 数学 知识 和 方法 ,培养 综合 运用 所 掌握 的 知识 和 方法 来 分 


1.1 数学 建 模 的 作用 和 地 位 | 先 


析 问 题 .解决 问 题 的 能 力 . 结合 数学 建 模 的 培训 和 参加 建 模 竞 赛 等 活动 ,来 培养 
学 生 丰 富 灵 活 的 想像 能 力 、 抽 象 思 维 的 简化 能 力 、 一 眼看 穿 的 洞察 能 力 、. 与 时 俱 
进 的 开拓 能 力 ` 学 以 致 用 的 应 用 能 力 、 会 抓 重点 的 判断 能 力 、 高 度 灵 活 的 综合 能 
力 、 使 用 计算 机 的 动手 能 力 、 信 息 资 料 的 查阅 能 力 、 科 技 论文 的 写作 能 力 、 团 结 协 
作 的 攻关 能 力 等 等 . 数学 建 模 就 是 将 这 些 能 力 有 机 地 结合 在 一 起 ,形成 了 一 种 超 
强 的 综合 能 力 ,我 们 可 称 之 为 "数学 建 模 的 能 力 ”. 这 就 是 21 世纪 所 需要 的 高 素 
质 人 才 应 该 具备 的 能 力 ,我 们 可 以 断言 , 谁 具 备 了 这 种 能 力 , 必 将 会 大 有 作为 . 


1.1.3 数学 建 模 的 桥梁 地 位 


传统 的 教学 内 容 和 方法 的 一 个 最 主要 的 问题 就 是 理论 联系 实际 不 够 密切 ， 
甚至 相 赔 节 ,以 至 于 在 社会 上 出 现 了 学 数学 没有 用 的 一 种 观点 ,并 且 产 生 了 一 定 
社会 效应 . 一 段 时 间 内 ,一 些 学校 的 数学 课时 被 压缩 ,一般 院 校 的 数学 系 的 生源 
质量 在 下 降 ,甚至 短缺 ,使 得 一 些 数学 系 的 生存 能 力 发 生 危 机 . 从 而 ,导致 了 一 些 
院 校 的 数学 系 不 得 不 改变 自己 的 培养 方向 和 专业 设置 ,有 的 合并 有 的 改名 ,一 
时 间 如 雨 后 春 筹 般 地 诞生 了 许多 "信息 科学 与 计算 " “信息 与 计算 " “计算 机 与 
数学 “等 等 时 艇 的 专业 , 或 许 这 也 是 时 代 发 展 ,与 时 俱 进 的 结果 吧 ! 我 们 认为 ， 
关键 的 问题 还 是 数学 有 用 与 数学 无 用 的 对 立 矛 盾 , 在 中 国 改革 开放 以 后 ,国民 经 
济 飞速 发 展 的 时 期 ,如 果 数 学 不 能 为 此 做 出 贡献 ,那么 ,被 人 误 认 为 数学 无 用 应 
属 自然 .为 此 ,数学 教学 改革 的 呼声 强烈 ,也 势 在 必 行 . 现在 教学 改革 的 春风 吹 饥 
中 华 大 地 ,数学 教学 改革 的 硕果 健 健 ,但 成 功 之 作 无 不 与 数学 建 模 有 关 , 也 正 是 
数学 建 模 为 中 国 数学 的 发 展 带 来 了 生机 和 希望 ,通过 “数学 建 模 " 这 座 无 形 的 桥 
梁 使 得 数学 在 工程 上 生活 中 都 得 到 实际 的 应 用 ,这 是 数学 建 模 的 桥梁 作用 

之 一 ， 

另 一 方面 , 现 有 的 科技 人 才 可 以 分 为 工程 应 用 与 理论 研究 两 大 类 ,从 某 种 意 
义 上 来 讲 , 工 程 与 理论 存在 着 客观 的 对 立 . 特别 是 工程 与 数学 、 工 程 师 与 数学 家 
之 间 在 处 理 问 题 的 方式 方法 上 都 客观 地 存在 一 些 不 同 或 对 立 的 观点 ,于 是 两 者 
之 间 在 具体 问题 上 缺乏 共同 的 沟通 语言 . 对 于 数学 建 模 和 数学 建 模 的 人 才 可 以 
在 工程 与 数学 工程 师 与 数学 家 之 间架 起 一 座 桥梁 ,能 在 两 者 之 间 建 立 起 共同 语 
言 ,使 沟通 无 限 . 因为 数学 建 模 的 人 才 具 有 一 种 特有 的 能 力 一 一 “双向 翻译 能 
力 , 即 可 以 将 实际 问题 简化 抽象 为 数学 问题 一 一 建立 数学 模型 ;利用 计算 机 等 
工具 求解 数学 模型 ,再 将 求解 结果 返回 到 实际 中 去 ,并 用 来 分 析 解 释 实 际 问题 . 
这 就 使 得 工程 与 数学 有 机 地 结合 在 一 起 ,工程 师 与 数学 家 之 间 可 以 无 障碍 地 沟 
通 与 合作 ,这 也 是 使 得 近 些 年 来 能 起 这 种 桥梁 作用 的 数学 建 模 和 数学 建 模 人 才 
备 受 欢迎 的 主要 原因 . 

钱学森 说 : 信息 时 代 高 技术 的 竞争 本 质 上 是 数学 技术 的 竞争 . "换言之 ,高 
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技术 的 发 展 的 关键 是 数学 技术 的 发 展 , 而 数学 技术 与 高 技术 结合 的 关键 就 是 数 


学 模型 . 数学 模型 就 像 一 把 金 钥匙 打开 了 高 技术 的 道道 难关 ,任何 一 项 技术 的 发 
展 都 离 不 开 数学 模型 ,甚至 技术 水 平 的 高 低 取决 于 数学 模型 的 优 劣 . 


和 1. ?什么 是 数学 模型 ? 


1.2.1 原型 与 模型 


原型 与 模型 是 一 对 对 偶 体 ,原型 是 指 人 们 在 现实 世界 里 关心 .研究 或 者 从 事 
生产 ,管理 的 实际 对 象 . 而 模型 是 指 为 了 某 个 特定 目的 将 原型 的 某 一 部 分 信息 简 
缩 、 提 炼 而 构造 的 原型 替代 物 . 模型 不 是 原型 , 既 简 单 于 原型 ,又 高 于 原型 . 例如 ， 
大 家 熟知 的 飞机 模型 ,虽然 在 外 观 上 比 飞 机 原型 简单 ,而 且 也 不 一 定 会 飞 ,但 是 
它 很 逼真 ,也 足以 让 人 想像 飞机 在 飞行 的 过 程 中 机 可 的 位 置 与 形状 的 影响 和 作 
用 . 一 个 城市 的 交通 图 是 该 城市 ( 原型) 的 模型 ,看 模型 比 看 原型 清楚 得 多 ,此 时 
城市 的 人 口 .道路 车辆 、 建 筑 物 的 形状 等 都 不 重要 . 但 是 ,城市 的 街道 .交通 线路 
和 各 单位 的 位 置 等 信息 都 一 目 了 然 ,这 比 看 原型 清楚 得 多 . 模型 可 以 分 为 形象 模 
型 和 抽象 模型 ,抽象 模型 最 主要 的 就 是 数学 模型 ， 


1. 2. 2 ”数学 模型 


当 一 个 数学 结构 作为 某 种 形式 语言 ( 即 包括 常 用 符号 、 函 数 符号 .谓词 符号 
等 符号 集合 ) 解 释 时 ,这 个 数学 结构 就 称 为 数学 模型 . 换言之 ,数学 模型 可 以 描 
述 为 :对 于 现实 世界 的 一 个 特定 对 象 ,为 了 一 个 特定 目的 ,根据 特有 的 内 在 规律 ， 
做 出 一 些 必 要 的 简化 假设 ,运用 适当 的 数学 工具 得 到 的 一 个 数学 结构 . 也 就 是 
说 ,数学 模型 是 通过 抽象 、 简 化 的 过 程 , 使 用 数学 语言 对 实际 现象 的 一 个 近似 的 
刻画 ,以 便于 人 们 更 深刻 地 认识 所 研究 的 对 象 . 

数学 模型 并 不 是 新 的 事物 ,自从 有 了 数学 ,也 就 有 了 数学 模型 . 即 要 用 数学 
去 解决 实际 问题 ,就 一 定 要 使 用 数学 的 语言 方法 去 近似 地 刻画 这 个 实际 问题 ， 
这 就 是 数学 模型 . 事实 上 ,大 所 共 知 的 欧 几 里 得 几何 、 微 积分 、. 柯 西 积 分 公式 、` 万 
有 引力 定律 .能量 转换 定律 .广义 相对 论 等 都 是 非常 好 的 数学 模型 . 我们 设想 ,如 
果 现 在 没有 这 些 数学 模型 ,那么 ,世界 将 是 什么 样子 ， 

实际 中 ,能 够 直接 使 用 数学 方法 解决 的 实际 问题 是 不 多 的 ,然而 ,应 用 数学 
知识 解决 实际 问题 的 第 一 步 就 是 通过 实际 问题 本 身 , 从 形式 上 杂乱 无 章 的 现象 
中 抽象 出 恰当 的 数学 关系 ,也 就 是 构建 这 个 实际 问题 的 数学 模型 ,其 过 程 就 是 数 
学 建 模 的 过 程 ， 
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12.3 数学 模型 与 数学 


数学 模型 与 数学 是 不 完全 相同 的 ,主要 体现 在 三 个 方面 : 

(1) 研究 内 容 : 数学 主要 是 研究 对 象 的 共性 和 一 般 规 律 ,而 数学 模型 主要 
是 研究 对 象 的 个 性 (针对 性 ) 和 特殊 规律 . 

(2) 研究 方法 : 数学 的 主要 研究 方法 是 演绎 推理 , 即 按照 一 般 原 理 考 察 特 
定 的 对 象 , 导 出 结论 . 而 数学 模型 的 主要 研究 方法 是 归纳 加 演绎 ,归纳 是 依据 个 
别 现 象 推断 一 般 规 律 . 归纳 是 演绎 的 基础 ,演绎 是 归纳 的 指导 . 即 数学 模型 是 将 
现实 对 象 的 信息 加 以 翻译 .归纳 的 结果 ,经 过 求解 演绎 ,得 到 数学 上 的 解答 ,再 
经 过 翻译 回 到 现实 对 象 , 给 出 分 析 、 预 报 、 决 策 、 控 制 的 结果 . 

《3) 研究 结果 : 数学 的 研究 结果 被 证 明了 就 一 定 是 正确 的 ,而 数学 模型 的 
研究 结果 被 证 明了 未 必 一 定 正确 ,这 是 因为 与 模型 的 简化 和 模型 的 假设 有 关 , 因 
此 ,对 数学 模型 的 研究 结果 必须 接受 实际 的 检验 ， 

然而 ,鉴于 数学 模型 与 数学 的 关系 和 区 别 ,我 们 评价 一 个 数学 模型 优 劣 的 标 
准 主要 是 :模型 是 否 有 一 定 的 实际 背景 、 假 设 是 和 否 合 理 、 推 理 是 否 正确 \ 方 法 是 否 
简单 ` 论 述 是 否 深刻 等 等 ， 
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目前 ,数学 的 应 用 已 渗透 到 了 各 个 领域 ,或 者 说 各 行 各 业 日 益 依赖 于 数学 ， 
在 人 们 的 日 常生 活 的 各 种 活动 中 ,数学 无 处 不 在 也 就 是 说 在 数学 发 展 的 进程 
中 ,无时无刻 无 不 留 下 数学 模型 的 烙印 ,在 数学 应 用 的 各 个 领域 无 处 没有 数学 模 
型 的 身影 . 基于 数学 模型 的 广泛 应 用 ,我 们 现在 可 以 说 : 数学 模型 在 无 处 不 在 
了 ， 人 人 都 会 接触 到 它 . 例如 :生活 中 的 合理 投资 问题 .养老 保险 问题 、 住 房 公 
积 金 问题 、 新 技术 的 传播 问题 ` 流 言 缆 语 的 传播 问题 传染 病 的 流行 问题 ,语言 
中 用 词 变化 问题 人口 的 增长 问题 ,减肥 与 增 肥 问题 以 及 各 种 资源 的 管理 问题 等 
等 ,下 面 给 出 几 个 简单 的 例子 ， 


L3.1 流言 压 语 (或 小 道 消息 ) 传 播 问 题 


假设 某 地 区 的 总 人 口 为 ,在 短期 内 不 变 ,x( 纪 表示 知道 消息 的 人 数 所 占 的 
百分比 ,初始 时 刻 的 百分比 为 zx <1, 传 播 率 为 , 则 可 以 建立 数学 模型 为 
dx 
V = phN(I -az)， 
X(0) 去 MXo0， 


求解 易 知 x(D) = (mm -1)e -+1, 且 lim x( 纹 =1, 显 然 是 不 符合 实际 情况 的 , 实 


@@| 第 一 章 引言 
际 情况 是 未 知 者 会 从 传播 中 得 知 ,传播 率 为 , 而 有 一 部 分 人 虽 知 消息 ,但 不 轻 
信 ,不 去 传播 ,于 是 可 设 不 传播 率 为 ">, 则 数学 模型 为 





dx 
二 = N[-(R+r)x]， 
X(0) = x0， 
求解 得 
王 刀 (CR+r)t 忆 
xD = (和 -有 7 
于 是 有 


下 


此 表明 随时 间 的 增长 ,消息 慢 慢 地 会 淡化 ,逐步 被 人 遗忘 ,是 符合 实际 情况 的 ， 
1. 3.2 ”借贷 买房 (或 购物 ) 问 题 ” 


曾 有 一 家 报纸 刊登 一 则 广告 称 ; 对 于 大 多 数 工薪 阶层 的 人 士 来 说 , 想 买 
房 , 简 直 是 天 方 夜 谭 . 现在 有 这 样 一 栋 住 宅 楼 ,每 套 只 需 自 备 款 七 万 元 ,其 余 由 公 
司 贷款 ,可 分 期 付款 ,每 月 只 需 付 800 元 ,十 年 还 清 . 那么 ,这 对 您 还 有 什么 问 
题 呢 ! 

现在 的 问题 是 : 这 房子 究竟 值 多 少 钱 , 即 如 果 一 次 付款 要 付 多 少 钱 ? 如 果 
没有 能 力 一 次 付款 ,实际 上 ,相当 于 借 了 多 少 钱 ? 为 什么 要 每 月 付 800 元 ? 

试 根据 广告 所 提供 的 信息 和 银行 的 贷款 利率 ,对 上 述 问题 进行 研究 , 供 购房 
者 参考 . 

1 一 般 问 题 

假设 房子 的 总 价 为 N 元 , 买 者 需 借 4 元 ,月 利率 为 只 , 借 期 为 W 个 月 ,每 月 
付 x 元 ,到 第 个 月 欠 款 4, 元, 则 第 m+1l 个 月 ( 含 利息 ) 欠 款 

4 = (1+ 尺 )4. -xm =0,1;2,… 


lim x(t) 二 一生 < 1. 
六 


于 是 可 得 
4,=4(1+ 民 R)"-x[(LI+R) +(L+R) ++(1+R) +1I] 


(1.1) 
= 4 (1+ 尺 )" -人 三 人 
即 得 4,,4u,x*,R,N 之 间 的 关系 . 
2. 就 广告 而 言 
已 知 W=10 年 =120 个 月 ,*=800 元 ,4。=(M-70000) 元 , 则 要 求 10 年 还 
清 , 即 4i2o =0, 从 而 得 
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_ 800 


RCI RD) 一人， 


0 = 4(1+ 民 )2 


于 是 
800[(1+R)2 -1] 
R(1 + 民 ) 2 
不 妨 设 月 利率 尺 =0.01 , 则 由 (1.2) 式 可 算出 4o=55 760 元 ,于 是 房子 总 价 
为 =70 000 +55 760 =125 760 元 . 由 此 可 知 ,一 次 性 付款 额 不 应 大 于 M ,和 否则 ， 
就 应 该 自己 去 银行 贷款 ,不 要 借 公 司 的 钱 了 . 
3. 推广 问题 (一 ) 
某 高 校 青年 教师 张 某 为 买房 向 公司 借贷 4, = 60 000 元 ,月 利率 尺 =0.01, 若 
要 每 月 还 一 次 钱 , 需 25 年 =300 个 月 还 清 , 张 老师 希望 知道 平均 每 月 还 多 少 钱 ? 
根据 前 面 的 讨论 ,要 25 年 =300 个 月 还 清 贷款 , 即 要 
(1+R)2 -1 
及 
可 以 求解 得 x=632 元 , 即 平均 每 月 还 632 元 ,25 年 可 还 清 . 
4. 推广 问题 (二 ) 
01 


如 果 张 老师 每 半月 还 一 次 钱 ,每 次 还 x = 35” =316 元 ,半月 利率 为 RR= 


=0. 005 , 则 能 让 张 老 师 提前 三 年 ( 即 22 年 ) 还 清 ,不 过 公司 要 求 一 次 先 付 三 个 
月 的 款 :632 x3 =1 896 元 作为 手续 费 , 问 这 种 方案 对 谁 有 利 ? 

实际 上 ,表面 上 看 这 种 方案 , 张 老师 在 每 月 不 多 还 钱 的 条 件 下 提前 三 年 还 
清 , 对 张 老 师 十 分 有 利 ,而 公司 没有 多 赚钱 . 但 稍 作 分 析 可 知 ,由 于 张 老 师 先 预付 
了 1896 元 , 则 事实 上 相当 于 张 老师 只 借 了 4 =60 000 -1896 =358 104 元 ,而 尺 
=0.005$,x =316 代入 (1.1) 式 ,并 令 4,.=0, 则 有 


4 (1.2) 





4ioo = 4o(1 + 尺 )” - = 0 





(5 | 
jn(1 + 尺 ) ” 
可 解 得 ”=505( 半 月 ) =21.04 年 , 即 提前 3. 96 年 就 还 清 了 借款 , 即 该 公司 至 少 
从 中 多 赚 了 632 x 11. 52 =7 280. 64 元 . 

思考 题 : 对 固定 的 月 利率 尽 , 如 果 张 老师 某 一 时 候 想 一 次 付 清 借款 需 还 多 
少 钱 ? 


1.3.3 儿童 保险 问题 


0 至 17 岁 的 儿童 都 可 以 参加 这 种 保险 ,投保 金额 可 以 各 交 ,也 可 以 按 年 交 ， 
每 份 保险 金额 为 1 000 元 ,保险 公司 要 求 各 年 龄 的 儿童 需 交 投保 金额 如 表 1 -| 


了 三 
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4 886 


10 036| 10 669| 11 346| 12 070| 12 843| 13 669| 14 551|1 15 492| 16 496 


























保险 公司 应 对 保险 人 的 保险 项 目 和 金额 为 

(1) 教育 保险 金 : 被 保险 人 到 18 .19、. 20、.21 周岁 时 每 年 可 领取 一 份 保险 金 
1 000 元 . 

《2) 创业 保险 金 : 被 保险 人 到 22 周岁 时 可 以 领取 保险 金额 的 4.7 倍 的 创 
业 保 险 金 . 

(3) 结婚 保险 金 : 被 保险 人 到 25 周岁 时 可 以 领取 保险 金额 的 5.7 倍 的 结 
婚 保险 金 . 

《4) 养老 保险 金 : 被 保险 人 到 60 周岁 时 可 以 领取 保险 金额 的 60 倍 的 养老 
保险 金 ， 

现在 的 问题 是 : 如 果 被 保险 人 能 活 到 60 岁 时 , 则 

(1) 如 果 按 存款 年 利率 4.5% 计算 ,投保 是 否 合算 ? 

《2) 如 果 按 贷款 年 利率 8 多 计算 ,保险 公司 从 中 获 利多 少 ? 

首先 假设 投保 人 都 能 活 到 60 岁 ; 投 保 人 的 交 款 和 保险 公司 的 返回 保险 金 均 
在 年 初 进行 ;银行 现行 的 存 、 贷 款 利 率 不 变 ;这 里 均 按 一 份 投保 金 额 (1 000 元 ) 
计算 ， 

记 投 保 年 龄 为 上 (=0,1,2,…,17); 按 年 交 款 额 为 o ,总 交 款 额 为 4 = (18 
-V)ai=0,1,2,…,14)3; 熏 交 款 额 为 B (=0,1,2,…，,17) ;银行 长 期 存 、 贷 款 
利率 分 别 为 Ri =4.5% ,R =8%， 

1. 问题 (一 ) 

如 果 投 保 人 按 年 交 ,一直 交 到 17 周岁 ,各 年 龄 的 投保 人 共 需 交 款 额 为 

4 = (18-p)a (=0,1,2,…,14)， (1.3) 
到 60 周岁 时 共 得 保险 金额 74 400 元 . 
设想 投保 人 将 所 投保 的 金额 存 到 银行 ,到 60 周岁 时 的 存款 数额 为 


妃 = “% 记 (1 + 玉 ) 一 [1+(1+R)2] 


(1 + 民 )28 - 


太 LT1 4 (1 +R ye] (=0,1,2,……,14)， (1.4) 


一 人 


如 果 投 保 人 按 熏 交 尖 周岁 的 人 交 款 额 为 BE=0,1;2,，…， 
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将 所 投保 的 金额 存 到 银行 ,到 60 周岁 时 的 存款 数额 为 


加 = Bl + 民 ) 


(8 = 


0,1,2,…,17). 


由 (1.3) 《1.4)、 (1.5) 式 计算 结果 如 表 1 -2 
表 1-2 












11 084 


11 424 





1 094 


17 ) . 





12 649| 13 128 













98 370| 98 320 


84 530 
瑟 丙 下 到 天 到 本 | 庆 2 
1888| 2266 





98 500 








99 870 





100 510 


88 880| 90 230 























99 930| 100 490| 101 020| 101 490| 101 770 


96 370| 9%8 070| 9%9 840| 101 660| 103 530| 105 470| 107 450 












设想 投保 人 . 


(1.5) 














14 230 





102 030 










109 490 


从 计算 结果 来 看 ,显然 无 论 哪 个 年 龄 的 人 是 按 年 交 , 还 是 在 交 都 不 如 将 钱 存 
到 银行 合算 , 即 存款 收益 都 高 于 投保 所 得 的 保险 金额 


2 问题 (二 ) 


设 投保 人 按 年 交 , 扩 E =0,1,2，…， 


25 .60 周岁 时 公司 的 收益 额 分 别 为 


Z,(18) 


Z,(19) 
2 (20) 
2 (21) 
2 (22) 
2Z,(25) 


Z,(60) 


17 
Ci > (1 + 慌 ) 和 
一 


Zi(18)(1+R) -1000 


Z.(19)(1 + 尺 ) -1000 


Z,(20)(1+R) -1000 


2Z.(21)(1+ 必 ) -4700 


Z,(22)(1 + 尺 )” 


2 (25)(1 + 民 )” -60000 


计算 可 以 得 到 结果 如 表 1 - 3 


-3 700 


-1000 (8 =0,1,2,…，,14) ， 
(下 =0,1,2,…，,14) ， 
(=0,1,2,…,14) ， 
(=0,1,2,…，,14) ， 
(KE =0,1,2,…,14) ， 
(=0,1,2,…,14) ， 

(=0,1,2，……，,14). 


14) 周岁 的 投保 人 到 18、19、20、21、22、 






7 













111 260 





101 990 























设 投保 人 按 厂 交 ,5 =0,1,2,…，,14) 周 岁 的 投保 人 到 18 .19、20 .21、22、 
25 .60 周岁 时 公司 的 收益 额 分 别 为 


Z.(18) =B(I+R)+ -100 (=0,12,…,17)， 
Z.(19) = 2Z,(18)(1+R) -1000 (=0,12,…,17)， 
2Z,(20) = Z,(19)(1+R) -1000 (=0,12,…,17)， 
Z,(21) = 2.(20)(1+R) -1000 (=0,1,2,…,17)， 
Z.(22) = Z.(21)(1+R) -4700 (人 = 0,1,2,…,17)， 
Z,(25) = Z,(22)(1+R)3 -5700 (=0,1,2,…,17)， 
2 (60) = 2Z,(25)(1+R)” -60000 (=0,1,2,…,17)， 
计算 可 以 得 到 结果 如 表 1 - 4， 

















194 240 





202 900 


282 860| 267 930|」 254 750| 242 860| 231 950 
177 9401| 170 270| 162 8801 1S5 710| 148 770| 142 020 


从 计算 结果 可 以 看 出 ,保险 公司 的 收益 都 是 很 可 观 的 ,特别 是 在 交 的 收益 高 
于 按 年 交 的 收益 ,但 注意 到 ,对 于 13 和 14 周岁 的 投保 人 按 年 交 公 司 会 赔钱 ,这 
也 说 明 14 周岁 以 后 不 能 按 年 交 的 理由 ,也 反映 出 这 个 方案 制定 的 合理 性 问题 , 

另外 ,实际 中 保险 公司 还 承担 着 投保 人 的 意外 人 身 保险 问题 ,所 以 在 公司 的 
收益 中 包含 着 这 部 分 风险 费用 ,在 这 里 我 们 没有 考虑 这 部 分 费用 . 

思考 题 : 对 保险 人 采用 何 种 交 款 方式 (在 交 、 年 交 ) 合 算 ? 





15 16 17 


135 420| 128 980 










185 900 
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1.3.4 应急 设 施 的 位 置 问题 (AUMCM 1986 -了 B) 


1. 问题 的 提出 

美国 的 里 奥 兰 矶 (Rio Rancho) 镇 迄今 还 没有 自己 的 应 急 设施 . 1986 年 该 镇 
得 到 了 建立 两 个 应 急 设 施 拨款 ,每 个 设施 都 把 救护 站 、 消 防 队 和 警察 局 合 在 一 
起 . 如 图 1 -1 指出 了 1985 年 每 个 长 方形 街区 发 生 应 急事 件 的 次 数 ,在 北边 的 工 
形 区 域 是 一 障碍 ,而 在 南边 的 长 方形 区 域内 是 
一 个 有 浅水 塘 的 公园 . 应 急 车 辆 驶 过 一 条 南北 
向 的 街道 平均 要 花 15 s, 而 通过 一 条 东西 向 的 
街道 平均 花 20 s. 你 的 任务 是 确定 这 两 个 应 急 
设施 的 位 置 ,使 得 总 响应 时 间 最 少 . 

( 工 ) 假定 应 急需 求 集 中 在 每 个 街区 的 中 
心 , 而 应 急 设施 位 于 街角 处 ; 

( 开 ) 假定 应 急需 求 是 沿 包 围 每 个 街区 的 
街道 上 均匀 分 布 ,而 应 急 设施 可 以 位 于 街道 的 
任何 地 方 . 

2、 模 型 的 假设 

(1) 两 个 障碍 区 域 中 均 不 需要 应 急 服务 ; 

(2) 每 年 的 应 急事 件数 目 比 较 小 ,可 以 认 图 1-1 
为 在 同一 街区 不 会 同时 发 生 两 个 事件 ; 

(3) 忽略 车 辆 拐弯 和 过 十 字 路 口 的 时 间 , 仅 考 虑 沿街 道行 驶 的 时 间 

(4) 两 个 设施 的 功能 相同 , 当 应 急事 件 发 生 时 ,指挥 中 心 总 是 从 离 事件 发 生 
地 最 近 的 应 急 设 施 派出 应 急 车 辆 ; 

(5$) 1985 年 的 各 街区 的 应 急事 件数 是 真实 的 ,未 来 的 需求 分 布 不 会 与 现在 
的 需求 相差 太 远 ; 

(6) 当 连 接 两 点 的 不 同 路 径 所 用 时 间 相 同时 ,路径 可 以 任 选 其 一 . 

3， 模型 的 建立 与 求解 

模型 ， 

除了 上 面 假设 以 外 ,假设 在 没有 障碍 的 街区 应 急事 件 均 发 生 在 街区 中 心 ,而 
应 急 设施 的 位 置 设 在 某 街区 的 街角 上 . 应 急 车 辆 做 出 响应 的 时 间 最 短 是 指 到 达 
事件 发 生 点 的 时 间 ; 这 样 可 能 的 两 个 应 急 设 施 的 位 置 点 数 只 有 有 限 个 ,因此 ,只 
需要 检验 每 一 对 位 置 点 对 所 有 街区 发 生 事件 做 出 的 响应 时 间 ,选择 平均 每 一 次 
事件 响应 时 间 最 小 的 那 两 个 点 建立 坐标 系 ,左下 角 ( 西 南 角 ) 为 原点 (0,0) ,东西 
为 x 轴 ,南北 为 y 轴 . 

(1) 一 个 位 置 点 对 某 一 街区 发 生 事件 的 响应 时 间 = 位 置 点 到 街区 的 街道 数 
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x 车 辆 行驶 一 条 街道 的 时 间 x 该 街区 发 生 事件 的 次 数 ; 

《2) 一 个 位 置 点 对 全 镇 所 有 应 急事 件 的 响应 时 间 总 和 = 该 位 置 点 对 所 有 街 
区 的 应 急事 件 响应 时 间 的 总 和 ; 

《3) 一 个 位 置 点 对 全 镇 任 一 次 应 急事 件 的 平均 响应 时 间 = 总 响应 时 间 / 事 
件 的 总 数 ; 

〈4) 取 使 平均 响应 时 间 最 小 的 那个 对 应 的 位 置 点 为 应 急 设施 的 位 置 . 

两 个 设施 到 任 一 街区 (X,7)( 臣 原 点 最 近 的 街角 坐标 ) 的 时 间 计 算 公式 为 “ 


= |X-(X+0.5)|x20+|7-(7+0.5)|x15 -17.5， 
= | 达 -(E+0.5)|x20+ | 到 -(7Y+0.5)|x15 -17.5， 


其 中 (X1,Z1) 表 示 第 一 设施 的 位 置 坐标 , (和 2 ,22) 表 示 第 二 设施 的 位 置 坐标 ; 
0.5 是 因为 节 , 了 分 别 表 示 街 区 左下 (西南 ) 角 的 坐标 ,( 于 +0.5, 了 +0.5) 是 表示 
街区 中 心 的 坐标 ,设施 到 街区 的 距离 为 设施 到 街区 中 心 的 离 .“ - 17.5" 是 因 
车 辆 穿 过 一 条 东西 街道 要 用 20 s, 南 北 用 15 s ,前面 的 距 离 算 到 了 街区 中 心 ,而 
车 辆 行驶 只 到 最 邻近 的 街角 上 ,因此 东西 减 去 10 s, 南 北 减 去 7.5 s. 取 最 邻近 的 
一 个 设施 所 需 时 间 : 


7M = min(71 ,72)， 


由 以 (对 , 了 ) 为 坐标 的 街区 发 生 事件 的 次 数 下 (于 , 了 ) ,可 以 求 出 两 个 设施 到 

任意 街区 最 邻近 的 街角 所 需 的 时 间 : 
7TO7 = THM x 厂 (, 了 ) ， 

求 总 响应 时 间 : 了 = 二 TO7， 

平均 响应 时 间 : 77/109 s， 

经 计算 可 得 ,两 个 应 急 设 施 的 位 置 分 别 为 (3,4) 和 (3,8) ,并 且 可 算出 从 这 
两 个 设施 到 任意 一 个 街区 最 邻近 的 街角 上 的 平均 时 间 为 29. 5 s( 如 图 1 -2). 这 
是 最 佳 的 两 个 位 置 ,其 他 的 任何 地 方 的 相应 时 间 都 会 大 于 29.5 s. 还 注意 到 从 这 
两 个 位 置 到 邻近 障碍 区 的 街区 并 不 因为 障碍 增加 时 间 . 

模型 工 : 

除了 前 面 的 假设 以 外 ,假设 每 个 街区 的 应 急事 件 都 发 生 在 该 街区 四 周 的 街 
道上 ,而且 均匀 分 布 ,两 个 设施 还 是 设 在 街角 上 . 

基本 上 采用 模型 [ 的 方法 过 程 , 注 意 到 由 于 可 能 的 事件 发 生 点 在 街道 上 均 
匀 分 布 ,为 此 ,在 每 一 条 街道 上 的 事件 发 生 点 不 必 一 点 点 的 考虑 ,可 以 认为 每 一 
条 街道 上 发 生 的 事件 都 集中 在 一 点 上 (类 似 于 均匀 分 布 密度 的 直线 质量 可 以 认 
为 集中 在 一 点 上 一 质心 ) ,该 点 应 该 是 从 这 一 点 到 街角 的 距离 等 于 到 实际 事 
件 发 生 点 的 平均 距离 ,这 一 点 一 定 是 在 街道 的 中 心 .“ 每 一 个 方形 街区 四 周 的 每 


1.3 数学 模型 无 处 不 在 | 八 
一 条 街道 上 发 生 事件 的 次 数 = 该 方形 街区 事 
件数 的 寺 ", 因此 ,每 一 条 街道 上 发 生 事件 的 


次 数 = 两 个 相 邻 街区 事件 数 的 寺 之 和 ” 


首先 求 两 个 设施 的 位 置 到 任意 街道 中 心 
《事件 点 ) 处 所 需要 的 时 间 
7 = |X-XIx20+|7-Ylxl5， 


图 古山 兴 医 厢 
本 区 | 可 这 罗 |e| 


NS 
SR 


SS 


图 
多 
攻 
2 


72 = |12-XIx20+1| 芭 -了 |x15. 


注 : 这 里 因应 急 车 辆 不 需要 到 街区 中 心 ， 
也 不 需要 过 街道 ,所 以 ,不 需要 减 17.53, 和 (0 1 2 3 4 5 





加 0. 5. 图 1-2 

由 7M =min(71,72) ,再 求 两 个 设施 到 任意 街道 中 点 所 需要 的 总 时 间 ,分 为 
两 个 部 分 : 

东西 方向 的 为 


7O7 = TM x 二 [W( 0.5 了) + 丈 ( 三 -0.5, 了 -1)]， 


南北 方向 的 为 


7O7 = TM x 二 [P(X 了 -0.5) + 匈 ( -1, 了 -0.5)]， 


最 后 求 总 的 响应 时 间 : 了 = 二 TO7 

平均 响应 时 间 为 T/109 s, 

经 计算 可 得 两 个 设施 的 最 合适 的 位 置 是 
〈3,4) 和 (3,8), 同 模型 [ ,平均 响应 时 间 为 
47.0 秒 . 从 响应 时 间 来 看 模型 工 比 模型 工 多 了 
17.5 秒 ,这 是 由 模型 开 的 条 件 所 决定 的 , 主要 
是 模型 开 的 车 辆 可 行驶 到 实际 事件 点 ,而 模型 
I 中 的 车 辆 只 能 到 发 生 事件 的 街区 最 邻近 的 
角 上 (如 图 1-3)， 

该 模型 从 分 布 图 上 可 以 看 出 ,车 辆 到 绕 过 
障碍 区 的 街道 上 去 也 不 会 增加 时 间 ， 

4 模型 的 分 析 

《1) 因为 问题 中 给 出 的 仅 是 1985 年 一 年 
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的 事件 分 布 数 据 , 模 型 中 不 可 能 做 更 多 的 计算 ,或 者 作 图 等 ,如 果 所 给 数据 覆盖 
几 年 的 话 就 好 了 ,模型 中 对 于 障碍 没有 充分 地 考虑 ,当然 如 果 给 出 环绕 障碍 物 弯 
曲 的 有 关 数 据 , 可 以 做 得 更 好 ,但 模型 会 复杂 . 

(2) 模型 中 全 部 忽略 了 车 辆 转弯 的 时 间 ,这 种 假设 不 会 有 太 大 的 影响 ,对 模 
型 工 的 任何 路 线 至 多 有 一 个 转弯 ,对 模型 开 只 有 两 条 路 线 有 两 个 转弯 ,其 他 至 多 
有 一 个 转弯 . 

(3) 在 前 面 的 假设 中 ,设施 的 应 急 车 辆 只 被 派 往 正 常 范围 内 的 应 急事 件 点 ， 
即便 是 被 派 往 正常 范围 以 外 ,影响 也 不 太 大 . 

(4) 假设 中 把 应 急 设施 设 在 街道 交叉 口 处 ,可 对 任何 方向 的 应 急事 件 灵 活 
地 做 出 响应 ,指挥 中 心 可 以 随机 应 变 地 调动 车 辆 ,更 容易 转弯 、 调 头等 ， 


1 3.5 几 个 简单 的 数学 建 模 问题 


问题 (1) : 储蓄 问题 

张 老 师 现 有 本 金 元 ,打算 留 给 孩子 10 年 以 后 上 大 学 使 用 ,他 想 以 “ 整 存 
整 取 ” 的 方式 存 人 银行 ,请 你 根据 银行 现行 的 “ 整 存 整 取 "利率 表 ( 分 三 个 月 、 半 
年 .一 年 二 年 、 三 年 五 年 , 八 年 ) ,选择 一 种 合适 的 存款 方式 组 合 ,使 10 年 后 获 
息 最 多 . 

问题 (2) : 贷款 修 桥 问题 

某 市 政府 拟 贷款 10 亿 元 人 民 币 修建 一 条 高 速 公 路 ,年 利率 8% , 按 设计 方 
案 预 言 公路 建成 后 每 天 收 车 辆 过 路 费 35 万 元 . 另外 ,每 年 养路 费 和 职工 工资 等 
开支 费用 为 2 000 万 元 , 问 

〈1) 该 市 政府 需要 多 少年 才能 还 清 这 笔 贷款 ? 

《2) 如 果 每 天 所 收 车 辆 过 路 费 只 有 30 万 元 ,那么 该 市 政府 能 否 还 清 贷款 ? 

《3) 如 果 银 行 要 求 必须 在 15 年 内 还 清 贷款 ,那么 每 天 收 过 路 费 至 少 要 多 
少 元 ? 

问题 (3) : 军备 竞赛 问题 

目前 ,世界 并 不 太平 , 国 与 国之 间 和 地 区 之 间 的 种 族 歧视 .民族 矛盾 .经 济 利 
益 冲 突 等 问题 造成 的 局 部 战争 和 地 区 的 武装 冲突 时 有 发 生 , 有 的 长 期 处 于 敌对 
状态 ,从 而 导致 了 军备 竞赛 . 随 着 高 科技 的 发 展 , 军 事 装 备 现 已 成 为 决定 战争 胜 
负 的 重要 因素 , 在 这 里 我 们 所 说 的 军备 是 指 军事 实力 的 总 和 ,主要 包括 军事 装 
备 、 军 事 兵 力 、 军 事 费 用 等 . 实际 中 ,引起 军备 竞赛 的 因素 很 多 , 试 分 析 与 军备 况 
赛 有 关 的 诸多 因素 ,建立 相应 的 数学 模型 ,并 就 相互 之 间 的 关系 进行 讨论 . 

问题 (4) : 选择 评委 问题 

某 电 视 台 准备 举行 青年 歌手 大 奖 赛 , 拟 从 12 名 评委 中 选择 10 名 高 水 平 的 
评委 ,主要 是 依据 上 一 年 这 12 名 评委 为 10 名 歌手 打分 的 情况 来 选择 ,具体 数据 
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如 表 1 -5. 
表 1-5 
评委 
1 2 3 4 9 6 了 8 9 10 11 12 
歌手 
1 9. 10 9. 10 9.12 9.14 9.17 9. 18 9.20 9.21 9.23 9.25 9.28 9.30 
2 9.00 8.98 8.95 9.13 9.15 9.16 9.00 9.20 9.23 9.26 9.28 9.31 
3 8.89 8.83 8.90 9.10 9.22 9.16 9.18 9.25 9.22 9.30 9.30 9. 32 
4 9.20 9.00 9.10 9.21 9.23 9.30 9.23 9.20 9.21 9.25 9.26 9.28 
4 8.98 8.88 9.00 9.13 9.21 9.24 9.26 9.23 9.27 9.28 9.20 9.30 
6 9.13 9.11 9.14 9. 16 9.14 9.16 9.20 9.26 9.23 9.26 9.28 9.31 
7 9.23 9.10 9.24 9.18 9.25 9.23 9.27 9.29 9.26 9.27 9.26 9.36 
8 9.12 9.03 9.25 9.25 9.21 9.23 9.28 9.30 9.28 9.26 9.30 9. 40 
9 9.30 9.20 9.30 9.34 9.32 9.35 9.29 9.32 9.34 9.36 9.32 9.45 
10 9.20 9.12 9.25 9.30 9.28 9.33 9.23 9.30 9.34 9.27 9.38 9.40 


请 你 对 评委 的 评判 水 平 做 出 评价 ,并 确定 出 10 名 高 水 平 的 评委 参加 今年 的 


评判 工作 . 
和 1. 4 ”数学 建 模 的 方法 和 步骤 


1. 4.1 数学 建 模 方法 


数学 建 模 一 般 是 通过 问题 的 实际 背景 ,给 出 一 些 已 知 信息 ,这 些 信息 可 以 是 
一 组 实测 数据 或 模拟 数据 ,也 可 以 是 若干 参数 、 图 形 ,或 者 仅 给 出 一 些 定性 描述 ， 
依据 这 些 信 息 建立 数学 模型 的 方法 有 很 多 ,但 从 基本 解法 上 可 以 分 为 五 大 类 : 

《1) 机 理 分 析 方 法 : 主要 是 根据 实际 中 的 客观 事实 进行 推理 分 析 , 用 已 知 
数据 确定 模型 的 参数 ,或 直接 用 已 知 参数 进行 计算 ， 

《2) 构造 分 析 方 法 : 首先 建立 一 个 合理 的 模型 结构 ,再 利用 已 知 信息 确定 
模型 的 参数 ,或 对 模型 进行 模拟 计算 

〈3) 直观 分 析 方法 : 通过 对 直观 图 形 、 数 据 进行 分 析 , 对 参数 进行 估计 、 计 
算 ,并 对 结果 进行 模拟 ， 

《4) 数值 分 析 方法 : 对 已 知 数据 进行 数值 拟 合 ,可 选用 捅 值 方法 、 差 分 方 
法 、 样 条 函数 方法 .回归 分 析 方 法 等 . 
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(5) 数学 分 析 方法 : 用 “现成 "的 数学 方法 建立 模型 ,如 图 论 、 微 分 方程 、 规 
划 论 .概率 统计 方法 等 . 

在 实际 建 模 的 过 程 中 ,根据 问题 的 实际 背景 和 已 知 信息 选择 适当 方法 ,尽量 
使 用 "现成 "的 数学 方法 . 如 果 已 知 信息 不 明确 ,或 不 完整 时 ,可 以 进行 适当 补充 
或 舍弃 ,甚至 可 以 修改 题目 的 条 件 、 参 数 和 数据 . 也 可 以 先 做 最 简单 的 模型 ,然后 
再 逐步 地 完善 改进 . 

数学 建 模 或 参加 建 模 竞 赛 一 般 应 具备 的 方法 和 知识 : 一 是 要 掌握 常用 的 建 
模 方 法 ,如 机 理 分 析 法 、 层 次 分 析 法 .差分 法 、 图 论 法 、 播 值 与 拟 合法 、 统 计 分 析 
法 、 优 化 方法 等 , 二 是 要 有 广泛 的 知识 ,特别 是 必 备 的 数学 知识 ,如 微分 方程 、 概 
率 统计 、\ 规 划 论 .图 与 网 络 .数值 计算 .排队 论 、 对 策 论 .决策 论 等 . 另外 ,还 应 了 解 
一 些 现 代 应 用 数学 的 知识 ,如 模糊 数学 ` 灰 色 理论 .时 间 序 列 、 神 经 网 络 等 . 这 些 
都 是 数学 建 模 教学 的 内 容 ,数学 建 模 所 需要 的 知识 首先 是 “ 广 ”, 其 次 才 是 “ 精 ”， 
同时 ,在 教学 中 还 应 介绍 一 些 典 型 的 数学 模型 案例 ,以 及 实际 中 政治 、 经 济 、 工 
业 、 农 业 \ 商 业 管理 有 日常 生活 中 的 建 模 实例 等 内 容 ， 


1. 4.2 ”数学 建 模 的 步骤 


数学 建 模 是 一 种 创造 性 的 过 程 , 它 需要 相当 高 的 观察 力 、 想 像 力 和 灵感 . 数 
学 建 模 的 过 程 是 有 一 定 的 阶段 性 的 ,要 解决 的 问题 都 是 来 自 于 现实 世界 之 中 . 数 
学 建 模 的 过 程 就 是 对 问题 进行 分 析 、 提 炼 , 用 数学 语言 做 出 描述 ,用 数学 方法 分 
析 、\ 研 究 、 解 决 ,最 后 回 到 实际 中 去 ,应 用 于 解决 和 解释 实际 问题 ,乃至 更 进一步 
地 作为 一 般 模型 来 解决 更 广泛 的 问题 . 数学 建 模 的 流程 为 

实际 问题 一 抽象 .简化 问题 ,明确 变量 和 参数 一 根据 某 种 定律 建立 变量 和 参 
数 间 数 学 关系 (数学 模型 ) 一 解析 地 或 近似 地 求解 该 数学 模型 一 解释 .验证 求解 
结果 一 应 用 于 实际 . 

对 我 们 来 说 ,这 一 过 程 为 

问题 分 析 一 模型 假设 一 模型 建立 一 模型 求解 一 解 的 分 析 与 检验 一 论文 写作 
一 应 用 实际 , 

《1) 问题 的 分 析 

数学 建 模 的 问题 ,通常 都 是 来 自 于 实际 中 的 各 个 领域 的 实际 问题 ,没有 固定 
的 方法 和 标准 的 答案 ,因而 既 不 可 能 明确 给 出 该 用 什么 方法 ,也 不 会 给 出 丛 到 好 
处 的 条 件 , 有 些 时 候 所 给 出 的 问题 本 身 就 是 含糊 不 清 的 . 因此 ,数学 建 模 的 第 一 
步 就 应 该 是 对 问题 所 给 的 条 件 和 数据 进行 分 析 ,明确 要 解决 的 问题 . 通过 对 问题 
的 分 析 ,明确 问题 中 所 给 出 的 信息 、 要 完成 的 任务 和 所 要 做 的 工作 、 可 能 用 到 的 
知识 和 方法 ,问题 的 特点 和 限制 条 件 .重点 和 难点 .开展 工作 的 程序 和 步骤 等 . 同 
时 ,还 要 明确 题目 所 给 条 件 和 数据 在 解决 问题 中 的 意义 和 作用 、 本 质 的 和 非 本 质 
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的 ` 必 要 的 和 非 必要 的 等 等 . 从 而 ,可 以 在 建 模 的 过 程 中 ,适当 地 对 已 有 的 条 件 和 
数据 进行 必要 的 简化 或 修改 ,也 可 以 适当 地 补充 一 些 必 要 的 条 件 和 数据 . 

《2) 模型 的 假设 

实际 中 ,根据 问题 的 实际 意义 ,在 明确 建 模 目 的 的 基础 上 ,对 所 研究 的 问题 
进行 必要 的 、 合 理 的 简化 ,用 准确 简练 的 语言 给 出 表述 , 即 模型 的 假设 ,这 是 数学 
建 模 的 重要 一 步 . 合理 假设 在 数学 建 模 中 除了 起 着 简化 问题 的 作用 外 ,还 对 模型 
的 求解 方法 和 使 用 范围 起 着 限定 作用 , 模型 假设 的 合理 性 问题 是 评价 一 个 模型 
优 劣 的 重要 条 件 之 一 ,也 是 模型 的 建立 成 败 的 关键 所 在 ,假设 做 的 过 于 简单 ,或 
过 于 详细 ,都 会 可 能 使 得 模型 建立 的 不 成 功 , 为 此 ,实际 中 要 做 出 合适 的 假设 , 需 
要 一 定 的 经 验 和 探索 ,有 时 候 需 要 在 建 模 的 过 程 中 对 已 做 的 假设 进行 不 断 地 补 
充 和 修改 ， 

《3) 模型 的 建立 

在 建立 模型 之 前 ,首先 要 明确 建 模 的 目的 ,因为 对 于 同一 个 实际 问题 ,出 于 
不 同 的 目的 所 建立 的 数学 模型 可 能 会 有 所 不 同 . 在 通常 情况 下 , 建 模 的 目的 可 以 
是 描述 或 解释 现实 世界 的 现象 ;也 可 以 是 为 了 预报 一 个 事件 是 否 会 发 生 ,或 未 来 
的 发 展 趋势 ;也 可 以 是 为 了 优化 管理 ,决策 或 控制 等 , 如 果 是 为 了 描述 或 解释 现 
实 世界 , 则 一 般 可 采用 机 理 分 析 的 方法 去 研究 事物 的 内 在 规律 ;如 果 是 为 了 预测 
预报 , 则 常常 可 以 采用 概率 统计 、 优 化 理论 或 模拟 计算 等 有 关 的 建 模 方法 ;如 果 
是 为 了 优化 管理 决策 或 控制 等 目的 , 则 除了 有 效 地 利用 上 述 方法 之 外 ,还 需要 
合理 地 引入 一 些 量化 的 评价 指标 以 及 评价 方法 . 对 于 实际 中 的 一 个 复杂 的 问题 ， 
往往 是 要 综合 运用 多 种 不 同方 法 和 不 同学 科 的 知识 来 建立 数学 模型 ,才能 够 很 
好 地 解决 这 一 个 问题 . 在 明确 建 模 目的 的 基础 上 ,在 合理 的 假设 之 下 ,就 可 以 完 
成 建立 模型 的 任务 ,这 是 我 们 数学 建 模 工作 中 最 重要 的 一 个 环节 . 根据 所 给 的 条 
件 和 数据 ,建立 起 问题 中 相关 变量 或 因素 之 间 的 数学 规律 ,可 以 是 数学 表达 式 、 
图 形 和 表格 ,或 者 是 一 个 算法 等 ,都 是 数学 模型 的 表示 形式 ,这 些 形式 有 时 可 以 
相互 转换 ， 

《4) 模型 的 求解 

不 同 的 数学 模型 的 求解 方法 一 般 是 不 同 的 ,通常 涉及 不 同 数学 分 支 的 专门 
知识 和 方法 ,这 就 要 求 我 们 除了 熟练 地 掌握 一 些 数学 知识 和 方法 外 ,还 应 具备 在 
必要 时 针对 实际 问题 学 习 新 知识 的 能 力 . 同时 ,还 应 具备 熟练 的 计算 机 操作 能 
力 ,熟练 掌握 一 门 编程 语言 和 一 两 个 数学 工具 软件 包 的 使 用 . 不 同 的 数学 模型 求 
解 的 难 易 程度 是 不 同 的 . 一 般 情 况 下 ,对 较 简单 的 问题 ,应 力求 普遍 性 ;对 较 复 杂 
的 问题 ,可 从 特殊 到 一 般 的 求解 思路 来 完成 . 

〈5) 解 的 分 析 与 检验 

对 于 所 求 出 的 解 ,必须 要 对 解 的 实际 意义 进行 分 析 , 即 模型 的 解 在 实际 问题 
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中 说 明了 什么 ,效果 怎样 、 模 型 的 适用 范围 如 何等 等 . 同时 ,还 要 进行 必要 的 误差 
分 析 和 灵敏 度 分 析 等 工作 . 由 于 数学 模型 是 在 一 定 的 假设 下 建立 的 ,而 且 利用 计 
算 机 的 近似 求解 ,其 结果 产生 一 定 的 误差 是 必然 的 . 通常 意义 下 的 误差 主要 来 自 
于 由 模型 的 假设 引起 的 误差 .近似 求 解 方法 产生 的 误差 .计算 机 产生 的 含 人 误差 
和 问题 的 数据 本 身 误差 . 实际 中 ,对 这 些 误 差 很 难 准确 地 给 出 定量 估计 ,往往 是 
针对 某 些 主要 的 参数 做 相应 的 灵敏 度 分 析 , 即 当 一 个 参数 有 很 小 的 扰动 时 ,对 结 
果 的 影响 是 否 也 很 小 ,由 此 可 以 确定 相应 变量 和 参数 的 误差 允许 范围 , 

(6) 论文 写作 

因为 数学 建 模 工作 的 目的 是 为 了 解决 实际 问题 ,所 以 工作 完成 以 后 要 写 出 
一 篇 论文 , 即 等 于 一 篇 研究 报告 . 论文 要 力图 通俗 易 懂 ,能 让 人 明白 你 用 什么 方 
法 解决 了 什么 问题 ,结果 如 何 ,有 什么 特点 . 为 此 ,应 尽 可 能 使 论文 的 表述 清晰 、 
主题 明确 .论述 严密 、 层 次 分 明 .重点 突出 、 符 合 科技 论文 的 写作 规范 . 同时 ,要 注 
意 论文 的 写作 工作 是 贯穿 始终 的 ,在 建 模 的 每 个 阶段 都 应 该 把 你 的 主要 思路 和 
工作 写 下 来 ,这 是 论文 写作 时 的 第 一 手 材料 

(7) 应 用 实际 

对 于 所 建立 的 数学 模型 以 及 求解 结果 ,只 有 拿 到 实际 中 去 应 用 检验 后 , 才 被 
证 明 是 正确 的 , 否则 ,就 需要 修正 模型 的 假设 或 条 件 ,重新 建立 模型 ,直到 通过 实 
际 的 检验 为 止 , 方 可 应 用 于 实际 . 


和 1. s 数学 建 模 与 能 力 培养 


通过 学 习 数 学 建 模 这 门 课 程 和 从 事 这 方面 的 工作 ,主要 是 扩大 学 生 的 知识 
面 ,培养 和 提高 学 生 综合 运用 所 学 知识 解决 实际 问题 的 综合 能 力 , 即 “数学 建 模 
的 能 力 … 具体 地 讲 ,数学 建 模 有 利于 培养 以 下 几 个 方面 的 能 力 : 

《1) 丰富 灵活 的 想像 能 力 : 数学 建 模 要 解决 的 问题 往往 都 需要 多 学 科 的 知 
识 和 多 种 不 同 的 方法 ,因此 ,需要 我 们 具备 丰富 的 想像 能 力 ,有 人 说 : 想像力 是 
最 高 的 天 赋 一 是 一 种 把 原始 经 历 组 合成 具体 形象 的 能 力 ,一 种 把 握 层 次 能 力 ， 
一 种 把 感觉 .梦幻 和 理想 等 对 立 因素 融合 成 一 个 统一 整体 的 能 力 .” 

《2) 抽象 思维 的 简化 能 力 : 实际 中 的 问题 往往 都 是 很 复杂 的 ,数学 建 模 的 
过 程 就 是 通过 对 问题 进行 抽象 .简化 将 其 转化 为 数学 问题 . 因此 ,这 种 抽象 思维 
的 简化 能 力 是 必 不 可 少 的 ,数学 建 模 的 学 习 和 训练 有 利于 培养 这 种 能 力 . 

《3) 一 眼看 穿 的 洞 穿 能 力 : 洞察 能 力 是 一 种 直觉 的 领悟 ,是 把 握 事物 内 在 
的 或 隐藏 的 和 本 质 的 能 力 , 简 言 之 就 是 一眼 看穿 ”的 能 力 . 这 种 能 力 对 于 数学 
建 模 是 非常 重要 的 ,但 需要 经 过 艰苦 的 ,长 期 的 经 验 积 累 和 有 针对 性 地 训练 . 

《4) 发 散 思 维 的 联想 能 力 : 发 散 思 维 是 发 明 创 造 的 一 个 有 力 武 器 ,在 数学 
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建 模 的 过 程 中 ,通过 某 些 关键 信息 展开 联想 ,这 是 一 种 “由 此 及 彼 ,由 彼 及 此 的 
能 力 . 

(5) 与 时 俱 进 的 开拓 能 力 : 随 着 社会 的 进步 和 发 展 ,科学 技术 也 快速 地 发 
展 , 实 际 中 的 问题 复杂 多 变 ,数学 建 模 也 必须 要 与 时 俱 进 ,发 扬 开 拓 精 神 ,培养 创 
新 能 力 , 这 也 是 新 型 创新 人 才 素 质 的 一 部 分 . 

(6) 学 以 致 用 的 应 用 能 力 : 学 以 致 用 是 21 世纪 高 素质 应 用 型 人 才 所 具备 
的 一 种 素质 ,因为 一 个 人 所 掌握 的 知识 总 是 有 限 的 ,但 解决 实际 问题 所 需要 的 知 
识 相对 是 无 限 的 ,因此 ,我 们 必须 具备 这 种 急用 先 学 ,学 以 致 用 的 应 用 能 力 ,数学 
建 模 是 培养 我 们 这 种 能 力 的 一 种 有 效 途 径 . 

(7) 会 抓 重点 的 判断 能 力 : 数学 建 模 的 问题 所 给 条 件 和 数据 往往 不 是 恰 到 
好 处 ,有 时 也 可 能 是 杂乱 无 章 的 ,这 就 要 求 我 们 具备 特有 的 一 种 会 抓 重点 的 判断 
能 力 ,充分 利用 已 知 信息 ,寻找 突破 口 ,来 解决 问题 . 

(8) 高 度 灵活 的 综合 能 力 : 因为 数学 建 模 的 问题 是 综合 性 的 ,解决 问题 所 
需要 的 知识 和 方法 也 是 综合 性 的 ,因此 ,我 们 能 力也 必须 是 综合 性 . 否则 ,我 们 将 
会 是 "只 见 树 木 ,不 见 森 林 ” ,不 可 能 完整 地 解决 问题 . 

(9) 使 用 计算 机 的 动手 能 力 : 数学 建 模 必 须要 熟练 掌握 计算 机 的 操作 ,以 
及 工具 软件 的 使 用 和 计算 编程 ,这 是 因为 对 实际 问题 进行 分 析 和 建立 数学 模型 
以 后 的 求解 都 有 大 量 的 推理 运算 .数值 计算 、 作 图 等 工作 ,这 都 需要 通过 计算 机 
和 软件 技术 来 实现 ， 

(10) 信息 资料 的 查阅 能 力 : 信息 资料 的 查阅 能 力 是 科技 人 才 所 必 备 、 数 学 
建 模 所 必需 的 能 力 . 

(11) 科技 论文 的 写作 能 力 : 论文 的 写作 能 力 是 数学 建 模 的 基本 技能 之 一 ， 
也 是 科技 人 才 的 基本 能 力 之 一 ,是 表达 我 们 所 做 工作 的 惟一 方式 . 通过 论文 ,要 
让 读者 清楚 地 知道 用 什么 方法 解决 了 什么 问题 ,结果 为 何 ,效果 怎么 样 等 等 . 

(12) 团结 协作 的 攻关 能 力 : 数学 建 模 都 是 以 小 组 为 单位 开展 工作 的 ,体现 
的 是 团队 精神 ,培养 的 是 团结 协作 的 能 力 , 也 是 未 来 科研 工作 所 必 备 的 能 力 ,不 
具备 这 种 能 力 的 人 则 将 一 事 无 成 . 
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1， 参考 案 例 

(1) 人 口 增长 问题 一 一 文献 [1] :13 一 18 

(2) 公平 席位 的 分 配 问题 一 一 文献 [1] :29 一 34 
(3) 卫星 发 射 问题 一 一 文献 [2] :7 一 10 

(4) 朴 散 问题 一 一 文献 [3] :8 一 10 
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(5) 渡口 问题 一 一 文献 [3 ] :15 一 19 

(6) 公共 汽车 问题 一 一 文献 [4] :85 一 90 
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所 谓 的 初等 分 析 方 法 主要 是 指 所 用 的 数学 知识 和 方法 都 是 初等 的 ,而 不 是 
高 等 的 , 在 解决 实际 问题 的 过 程 中 ,往往 主要 是 看 解决 问题 的 效果 和 应 用 的 结果 
如 何 , 而 不 在 于 用 了 初等 的 方法 还 是 高 等 的 方法 , 对 于 数学 建 模 也 是 这 样 ,判断 
一 个 数学 模型 的 优 劣 完全 在 于 模型 的 正确 性 和 应 用 效果 , 而 不 在 于 采用 多 少 高 
深 的 数学 知识 , 然而 ,在 同样 的 应 用 效果 之 下 ,用 初等 方法 建立 的 数学 模型 可 能 
更 优 于 用 高 等 方法 建立 的 数学 模型 , 通常 我 们 所 说 的 初等 分 析 建 模 方法 有 很 多 ， 
常用 的 像 类 比分 析 方 法 ` 几 何 分 析 方法 .逻辑 分 析 方法 、. 量 纲 分 析 方 法 、 集 合 分 析 
方法 等 这 些 方法 主要 是 根据 对 现实 对 象 特性 的 认识 ,分 析 其 因果 关系 , 找 出 反 
上 映 内 部 机 理 的 规律 , 所 建立 的 数学 模型 一 般 有 明确 的 物理 意义 或 现实 意义 ,对 现 
实 对 象 的 认识 主要 来 源 于 两 个 方面 :一 是 与 问题 相关 的 物理 、 化 学 、 经 济 等 自然 
学 科 方面 的 知识 ;二 是 通过 对 数据 和 现象 的 分 析 对 事物 的 内 在 规律 做 出 合理 的 
假设 . 因此 ,这些 简 单 的 建 模 方法 也 都 属于 机 理 分 析 方 法 的 范畴 . 在 这 里 仅 介绍 
量 纲 分 析 方法 与 集合 分 析 方 法 及 应 用 ， 


| 2.1 置 纲 分 析 方 法 


量 纲 分 析 是 物理 学 中 常用 的 一 种 定性 分 析 方法 ,也 是 在 物理 领域 中 建立 数 
学 模型 的 一 个 有 力 工 具 . 利用 这 种 方法 可 以 从 某 些 条 件 出 发 ,对 某 一 物理 现象 进 
行 推断 ,可 将 这 个 物理 现象 表示 为 某 些 具有 量 纲 的 变量 的 方程 ,从 而 可 以 用 此 来 
分 析 各 物理 量 之 间 的 关系 . 


2.1.1 置 纲 


当 我 们 对 一 个 物理 概念 进行 定量 描述 时 ,总 离 不 开 它 的 一 些 特性 ,比如 ,时 
间 、 质 量 、 密 度 .速度 力 等 等 ,这 种 表示 不 同 物理 特性 的 量 , 称 之 为 具有 不 同 的 
“ 量 纲 ”, 记 为 [。], 另外 ,物理 量 的 度量 又 离 不 开 单位 ,比如 质量 的 单位 可 以 为 
g,kg, 速 度 的 单位 为 cm/s,m/s,kmvh 等 .但 当 用 数学 公式 描述 一 物理 量 时 ,等 号 
的 两 端 就 必须 保持 量 纲 的 一 致 性 和 单位 的 一 致 性 .换言之 , 量 纲 分 析 就 是 基于 量 
纲 一 致 的 原则 来 分 析 物 理 量 之 间 关 系 的 一 种 方法 . 


@ 轩 | 第 二 章 ”两 种 初等 分 析 方法 


实际 中 ,有 些 物理 量 的 量 纲 是 基本 的 , 称 为 基本 量 纲 , 而 其 他 的 物理 量 的 量 
纲 可 由 这 些 基 本 量 纲 来 表示 . 例如 ,在 力学 中 ,基本 量 纲 是 质量 的 量 岗 [] ,长度 
的 量 纲 [Z] 和 时 间 的 量 纲 [ 7. 而 速度 的 量 纲 为 LY] = [Z7…] ,加 速度 的 量 纲 为 
[c] =[Z7 一 ]. 根据 Newton 第 二 定律 := ma, 则 力 的 量 纲 为 [天 ] = [M]IZ7 一] 
= [MLZ7 一 ]. 实 际 中 ,也 有 些 量 是 无 量 纲 的 ,比如 常数 ,e 等 ,此 时 记 为 [ 关 ] = 


[e] =1， 
2.1.2 量 纲 齐 次 原则 


当 用 数学 公式 表示 一 个 物理 定律 时 ,等 号 两 端 必须 保持 量 岗 的 一 致 性 ,这 种 
性 质 称 为 量 纲 齐 次 性 . 当 方 程 中 的 各 项 具有 相同 的 量 纲 时 ,这 个 方程 被 称 为 是 量 
纲 齐 次 的 ,也 只 有 具有 相同 量 纲 的 量 才能 作 比 较 或 相 加 , 减 , 由 此 可 知 ,物理 定律 


必须 是 量 纲 齐 次 的 . 例如 ,万 有 引力 定律 /= 上 5, 其 引力 常数 上 = 这 苇 -的 量 
纲 为 








[ 间 = LU] :MP] = LIPr]， 
所 以 上 是 一 个 有 量 纲 的 常数 . 又 例如 动量 定律 ,mas - ma = At, 左 边 的 量 网 为 
[MIT-'] ,右边 的 量 网 为 [F][7] = [MLT-?] [7] = [MLT-:] , 即 量 纲 是 齐 次 的 . 

根据 量 纲 齐 次 性 原则 ,可 以 有 下 面 的 量 网 分 析 法 的 基本 定理 . 

定理 (Buckingham Pi) 设 有 严 个 物理 量 9 ,9,，… ,9。 满足 某 定律， 

败 9 qq) = 0， 

和 ,五 ， ,是 基本 量 网 (nsm), 9 的 量 网 可 以 表示 为 [%] = JJz'0 = 1， 
2,…,m)， 矩阵 4 = (ay)。vn 称 为 量 网 矩阵 , 若 4 的 秩 rank 4 = ,可 设 线性 齐 次 
方程 组 4 了 =0( 了 是 维 向 量 ) ,有 六 -个 基本 解 为 Ji = (Ju yao)r(GE= 
1.2, 中. 则 mk， = 了 oo 为 m-r 个 相互 独立 的 无 量 网 的 量 , 且 有 
FCmi ma mn- ) =0 与 几 g 9，evgs) =0 等 价 ,其 中 下 为 一 未 知 末 数 


2 1 3 是 纲 分析 的 一 般 步 骤 


《1) 将 与 问题 有 关 的 物理 量 (变量 和 常量 ) 收 集 起 来 , 记 为 9 ,9:，…,9n"， 根 
据 问 题 的 物理 意义 确定 基本 量 纲 , 记 为 下 ,于 ，… ,天 (下 委 攀 ) ; 


(2) 写 出 信 的 量 纲 [9 二 JI z( = 12，…，, 灵 ) ; 


(3) 设 g ,4q，…，,q。 满足 关系 立 = JJ， 其 中 y 为 待定 的 , 为 无 量 纲 的 


2.2 空间 点 热源 的 扩散 问题 | 国 


量 , 因 此 [ 关 ] 二 林 疗 二 1 ,于 是 a， 到 2 oo 一 0 ( 一 1,2，…) 有 ) ; 
《4) 解 线性 方程 组 


> ai =0( 人 =1)2,…)n)， 
7=1 


系数 矩阵 4 = (ay ) xnw，rank 4 =7, 则 方程 组 有 普 -rr 个 基本 解 , 记 


ix 二 (yb 二 工 ,2 ，… ,了 一 了 


《5) 记 rk = TI”， 则 mx 人 (=1,2,…, 本 一 站 为 无 量 纲 的 量 ; 
《6) 由 忆 Crir zx) =0 解 出 物理 规律 


『2. 2 空间 点 热源 的 扩散 问题 


221 问题 的 提出 

设 初 始 时 刻 ( 上 =0) 在 空间 中 有 一 热量 为 。 的 瞬时 热源 位 于 原点 处 (7"=0)， 
热量 通过 介质 向 无 穷 空 间 扩散 , 试 研究 点 热源 的 扩散 规律 . 

和 .2.2 模型 的 假设 


〈1) 任意 时 刻 六 空间 任 一 点 ( 径 向 距离 为 上 5) 的 温度 为 也; 
(2) 介质 的 初始 温度 为 0; 
(3) 问题 的 基本 量 纲 为 长 度 、. 质 量 . 时 间 和 温度 的 量 纲 , 即 志 ,M,7,[v] =4 


2.2.3 模型 的 建立 与 求解 


由 热学 知识 可 知 ,在 上 时 刻 , 空 间 任 一 点 ( 径 向 距离 为 站 的 温度 为 & = Zr 
e,c,) ,其 中 为 介质 的 体积 比 热 , 即 单位 体积 的 介质 温度 升 高 一 度 所 需 热量 . 4 
为 介质 的 扩散 系数 , 即 由 4 = - 汪 确 定 (9 是 单位 时 间 通 过 单位 面积 的 热量 ). 

根据 Buckingham Pi 定理 ,可 设 拟 we,c,) =0. 由 假设 则 有 [7] = 忆 [5 
=7,[e] = 志 MT7- 为 热量 e。 的 量 网 ,此 与 功 的 量 纲 相 同 , 即 为 [FE] '[r] = 
坟 MT (热量 是 单位 质量 在 热 场 的 作用 下 移动 一 段 距离 所 作 的 功 ) ,[ej] = 


上 =MNT-201 [有 1] = PLMT -30 


事实 上 ,由 
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0r 了 9r 2 
则 
[e [ej 世 [e] 30-1 
= 一 一 一 一 = -一 > 一 = = ZHMT 
[1 7 [上 7TZ 0 776 
Or 
于 是 量 纲 矩 阵 为 
0 1 0 2 -1 11E 
元 三 0 0 0 1 1 1 1M 
001 -2 -2 -3I7 
1 0 0 0 -1 -1-0 
LT7r 上 e C 太 


其 rank 4 =4, 线 性 齐 次 方程 组 47 =0 有 6-4=2 个 基本 解 ,可 取 
[ 肥 (0,2， 1,0,1， -1) ， 


y2 = (-2,0， -3),2,1， -3) 


于 是 可 得 两 个 相互 独立 的 无 量 纲 的 量 
Mi = Pt ck 
请 = ec 


且 有 及 Ti， 7 ) =0 与 所 wsrytioeyc, 友 ) =0 等 价 , 
根据 隐 孙 数 存在 定理 可 得 =&( r;) , 即 


其 中 o: = 二 ,6 为 待定 的 ， 


在 此 g 无 法 确定 , 量 纲 分 析 法 只 能 给 出 温度 函数 依赖 于 其 他 参数 的 关系 , 具 
体 的 形式 不 能 给 出 . 因为 这 些 函 数 是 无 量 纲 的 ,实际 中 有 时 可 以 通过 实验 数据 进 
行 模拟 检验 , 

另 一 方面 ,该 问题 可 用 热传导 方程 求解 

& = | 2 ) * 圭 
C 2 V Treat 

注 : 基本 量 纲 的 选取 方法 不 是 惟一 的 ,此 问题 也 可 经 选取 9, 了 ,7 了 ,[e] = 五 为 
基本 量 纲 ,类 似 地 可 得 到 相应 的 结果 ， 

由 上 面 的 实例 可 以 看 出 : 量 纲 分 析 方 法 虽然 可 以 得 到 一 些 重要 有 用 的 结 
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果 , 但 有 很 大 的 局 限 性 ,主要 是 用 于 对 实际 问题 的 定性 描述 ， 


| 2.3 集合 分 析 方 法 


集合 是 数学 的 一 个 基础 概念 ,集合 论 是 研究 集合 的 一 般 性 质 的 一 个 数学 基 
础 分 支 , 也 是 数学 分 析 、 实 变 函 数论 的 重要 基础 . 一 般 认 为 ,集合 与 集合 论 的 有 关 
概念 和 理论 都 是 非常 抽象 的 ,不 便于 在 实际 中 应 用 . 但 事实 上 ,对 于 实际 中 的 许 
多 问题 ,往往 是 其 相关 因素 之 间 的 关系 比较 复杂 ,用 相对 通俗 .简单 的 语言 文字 
难以 表达 ,而 用 集合 的 概念 ` 术 语 和 子 集合 之 间 的 运算 关系 来 解释 、 描 述 这 个 实 
际 问题 可 能 更 清晰 .更 直接 、 更 方便 ,并 借助 于 集合 论 的 相关 理论 得 到 具有 实际 
意义 的 结果 . 这 就 是 我 们 所 说 的 集合 分 析 方 法 . 


2.3.1 集合 的 概念 


所 谓 的 集合 是 指 具有 某 种 特定 性 质 的 (具体 或 抽象 ) 事 物 全 体 ,其 构成 集合 
的 每 个 事物 (或 成 员 ) 称 为 集合 的 元 素 . 通常 用 大 写字 母 4,B,C,X, 了 ,2Z 等 表示 ， 
集合 ,而 用 小 写字 母 c,b,c,x,y,z 等 表示 集合 的 元 素 . 

设 4 表示 一 个 集合 ,对 于 一 个 事物 * 可 能 是 集合 4 的 一 个 元 素 , 也 可 能 不 是 
集合 4 的 元 素 , 且 两 者 必 属 其 一 . 如 果 x 是 集合 4 的 元 素 , 则 称 * 属于 集合 4, 记 
为 * E 4, 否 则 称 * 不 属于 集合 4, 记 为 E 4. 

当 4 是 具有 某 种 性 质 忆 的 元 素 全 体 构成 的 集合 时 , 则 通常 表示 为 

= jx|x 具有 的 性 质 P. 

例如 : 所 有 参加 过 2004 年 中 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 (CUMCM ) 的 大 学 生 构 

成 集合 4, 则 用 * 表示 在 校 的 大 学 生 , 集 合 4 可 以 表示 为 
4 = fx |x 参加 了 2004 年 CUMCM | . 

如 果 集 合 4 是 由 实数 (或 实数 组 ) 组 成 的 , 则 又 称 4 为 点 集 ; 如 果 集 合 4 是 
由 向 量 组 成 的 , 则 称 4 为 向 量 集 , 

设 4,B 是 两 个 集合 ,如 果 4 中 的 元 素 都 是 B 中 的 元 素 , 则 称 集合 4 是 集合 
8 的 子 集 , 记 为 4CB, 即 4 包含 在 妃 中 ,或 记 为 B24, 即 巨 包含 4. 显然 有 4C4. 
如 果 4CB, 旦 BC4, 即 集合 4 与 集合 妃 的 元 素 相同 , 则 称 集合 4 与 集合 中 相等 ， 

或 集合 4 等 于 集合 6, 记 为 4= 8B. 
如 果 一 个 集合 中 不 含有 任何 元 素 , 则 称 此 集合 为 空 集 , 通 常 记 为 纪 . 


2.3.2 集合 的 运算 


设 4,B 是 两 个 集合 ,由 集合 4 与 集合 妃 的 元 素 所 组 成 的 集合 称 为 4 与 妃 的 
并 集 ( 或 和 集 ) ,简称 为 并 (或 和 ) , 记 为 4UB. 将 所 有 既 属于 集合 4 又 属于 集合 有 
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的 元 素 组 成 的 集合 称 为 4 与 妃 的 交集 (或 通 集 ) ,简称 为 交 ( 或 通 ) , 记 为 4mB， 

完全 类 似 地 ,可 以 将 并 与 交 的 运算 推广 到 任意 有 限 个 ,或 无 限 个 集合 的 情 
况 , 即 有 限 个 集合 的 并 与 交 为 U 4, 与 门 4;; 无 限 个 集合 的 并 与 交 为 U 4; 与 
门 4 

由 集合 4 中 不 属于 集合 中 的 元 素 全 体 所 组 成 的 集合 称 为 集合 4 与 集合 B 
的 差 集 , 记 为 4 -特别 地 , 当 BCc4 时, 称 差 集 4 -号 为 妃 关 于 4 的 余 集 , 记 为 
4C,B. 又 称 (4 -有 B)U(B-4) 为 集合 4 与 集合 下 的 对 称 差 , 记 为 4AB， 

设 4, 中 是 两 个 集合 , 当 4nB = 入 时 , 则 称 集合 4 与 刀 不 交 , 或 独立 . 当 4mnB 
和 纪 时 , 则 称 集合 4 与 集合 中 相交 ， 

由 集合 的 并 \ 交 和 差 的 定义 ,不 难 证 明 集 合 的 运算 具有 如 下 的 一 些 性 质 ， 

(1) 并 与 交 的 过 等 性 : 4U4 =4,4n4=4; 

(2) 空 集 是 并 运算 的 零 元 : 4U 人 = 4; 

(3) 并 的 交换 律 : 4UB =BU4I 

(4) 交 的 交换 律 : 4nB=Bn4i; 

(5) 并 的 结合 律 : (4UB)UC=4U(BUC) ; 

(6) 交 的 结合 律 : (4nB)nC=4n(BncC); 

(7) 分 配 律 : (4uB)nC=(4nc)U(Bnc)i 

〈8) 并 、 交 的 单调 性 : 如 果 4CB, 则 对 任意 的 集合 C 有 4UCCBUC,4nC 
CBmnCi 

(9) 差 的 分 配 律 : (4-B8)nC=(4ncCc) -(BnC); 

〈10) 如 果 4CB, 则 4-B= 马 ; 

(11) (C-4) -B=C-(4UB); 

(12) 如 果 4CC,BCC, 则 4-B=4n4.B; 

(13) 4UB=(4AB)U(C4mnB). 

注 : 如 上 的 性 质 有 些 可 以 直接 推广 到 任意 多 个 集合 的 情形 . 


2. 3.3 上、 下限 集 与 特征 函数 


1 上 、 下 限 集 

设 4 ,4:,，…,4,… 是 任意 一 列 集合 ,由 属于 上 述 集 列 中 无 限 多 个 集合 的 元 
素 全 体 组 成 的 集合 称 为 这 一 列 集合 的 上 限 集 , 记 为 lim4,. 而 对 于 某 个 指标 m ,由 
集 列 中 所 有 满足 ”> no 的 集合 4, 的 元 素 全体 组 成 的 集合 称 为 集 列 的 下 限 集 , 记 
为 im4,. 显然 有 
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lim4。C lim4 


事实 上 ,由 定义 可 以 证 明 : 


六 二 1 丽 二 用 


如 果 集 列 14,| 的 上 限 集 与 下 限 集 相等 , 即 lm4, = lim4,, 则 称 集 列 { 4,| 收 
笋 , 称 4=lim4, = im4, 是 集 列 | 4, 上 的 极限 (或 极限 集 ), 记 为 4= lim4v 


如 果 集 列 | 4,} 是 单调 增加 的 , 即 满足 4 C4i(n=12，…) , 则 lim4 = LU 4 


如 果 集 列 {4, 上 | 是 单调 减少 的 , 即 满足 4.24. (=12，), 则 lim4, = 门 4 
2， 集合 的 特征 函数 
设 民 是 一 个 固定 的 非 空 集 合 ,4 是 蕊 的 一 个 子 集 . 作 开 上 的 函数 
1,xE4， 
0,x 锯 4， 
则 称 z,(x) 为 集合 4 的 特征 函数 . 显然 集合 4 完全 由 它 的 特征 函数 所 确定 , 即 当 
Xi(x)=XYs(x) 时 有 4= 了 ， 
集合 与 其 特征 函数 之 间 有 下 列 关 系 : 
(1) 4 = 天 等 价 于 xz)=1;4= 包 等 价 于 XeCx) 王 0; 
(2) 4C 等 价 于 XeCx) <Xe(Cz) 
(3) 4 = 妃 等 价 于 X4Cx) =Xe(xz); 


(4) 设 4 = 口 4 = 门 4, 则 和 (Co) =maxXu(a) wa(2 =minXu(e， 


2.4 合理 分 派 与 会 成 员 问题 " 


2 4.1 问题 的 提出 


为 了 讨论 重大 问题 ,特别 是 像 制定 长 远 规划 的 问题 ,而 召开 小 组 讨论 会 正 变 
得 越 来 越 普遍 . 一 般 认 为 ,由 很 多 人 参加 的 大 会 很 难 取得 建设 性 的 成 果 ,甚至 讨 
论 结果 容易 被 一 位 占 支 配 地 位 的 人 控制 或 操纵 . 因此 ,在 公司 召开 董事 会 议 时 ， 
应 首先 召集 全 体 董事 召开 一 些 讨论 有 关 事务 的 小 组 会 议 ,这 些 较 小 规模 的 分 组 


X4(x) 二 | 





@， 本 案例 选 自 1997 年 美国 大 学 生 数学 建 模 竞赛 B 题 , 根 据 信 息 工程 大 学 信息 工程 学 院 何 王 全 , 美 
恺 , 宋 献 涛 的 获奖 论文 整理 . | 
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会 议 仍然 有 被 某 个 占 支配 地 位 的 人 控制 的 危险 . 为 降低 这 种 危险 ,常用 的 办 法 是 
安排 每 个 小 组 开 几 次 会 ,每 次 会 有 不 同 的 人 参加 . 

AnTostal 公司 的 一 次 会 议 的 参加 者 为 29 位 公司 董事 会 成 员 ,其 中 9 位 是 在 
职 董事 ( 即 公司 的 雇员 ), 会 议 要 开 一 天 ,每 个 小 组 上 午 开 三 段 ,下 午 开 四 段 ,每 
段 会 议 开 45 分 钟 ,从 上 午 9:00 到 下 午 4:00 每 整 点 开始 开会 ,中 午 12 :00 午餐 . 
上 午 的 每 段 会 议 都 有 6 个 小 组 讨论 会 ,每 个 小 组 讨论 会 都 由 公司 的 一 位 资深 高 
级 职员 来 主持 讨论 . 这 些 资深 高 级 职员 都 不 是 董事 会 的 成 员 . 因此 ,每 位 资深 高 
级 职员 都 要 主持 三 个 不 同 的 小 组 讨论 会 . 这 些 资深 高 级 职员 不 参加 下 午 的 讨论 
会 ,而 且 下 午 的 每 段 会 议 只 有 4 个 不 同 的 小 组 讨论 会 . 

公司 董事 长 需要 一 份 由 公司 董事 参加 的 7 段 分 组 会 议 的 每 个 小 组 的 分 配 名 
单 . 这 份 搭配 名 单 要 尽 可 能 多 地 把 董事 均匀 搭配 . 理想 的 搭配 应 是 任意 两 位 董事 
同时 参加 一 个 小 组 讨论 会 的 次 数 相同 ,与 此 同时 ,要 使 在 不 同时 段 的 小 组 会 中 同 
在 一 起 开 过 会 的 董事 总 数 达到 最 小 . 

名 单 中 的 搭配 还 应 满足 下 列 两 个 准则 : 

的 人 
的 两 次 会 

0 应 将 在 职 董事 均匀 分 配 到 各 小 组 中 . 

给 出 一 份 1 ~9 号 在 职 董事 10 ~ 29 号 董事 1 ~6 号 公司 资深 高 级 职员 的 分 
组 搭配 名 单 ,说 明 该 名 单 在 多 大 程度 上 满足 了 前 面 提出 的 各 种 要 求 和 规则 ,因为 
有 的 董事 可 能 在 最 后 一 分 钟 宣布 不 参加 会 议 ,也 可 能 不 在 名 单 上 的 董事 将 出 席 
会 议 . 因此 ,一 个 能 使 秘书 在 会 前 一 小 时 接 到 参 会 与 否 的 通知 情况 下 ,来 调整 拱 
配 分 组 的 算法 定 会 得 到 赏识 . 如 果 算 法 还 能 用 于 不 同 水 平 的 与 会 者 与 参加 后 面 
会 议 中 的 每 一 类 与 会 者 搭配 的 话 , 那 就 更 理想 了 . 


2 4.2 模型 的 假设 与 符号 说 明 ， 


《1) 各 场 会 议 间 及 各 个 小 组 之 间 是 相对 独立 的 ; 

《2) 所 有 的 资深 高 级 职员 和 董事 会 成 员 都 严格 遵守 派 遗 方案 ; 

《3) 若 能 够 满足 每 位 董事 出 席 会 议 的 次 数 都 相等 , 则 模型 被 认为 是 最 理 
想 的 ; 

NA 
之 间 也 无 差异 . 

根据 需要 引 和 下列 符号 : 


= |o1i=1,2,…,61 表 示 6 位 资深 高 级 职员 oj(1 = 1,2，…,6) 的 集合 ; 
= |miii=1,2,…,291 表 示 所 有 董事 会 成 员 mi;(i =1,2,…,29) 的 集合 ; 
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1(9) = |mj1i=1,2,…,9| 表 示 在 职 董事 会 成 员 m,(i=1,2,…,9) 的 集合 ; 

E(20) = im;=10,11,…,291 =MW-T79) 表 示 外 部 董事 会 成 员 m,(: = 10， 
…,29) 的 集合 ; 

6, 表示 在 一 次 分 组 会 议 中 第 (1 和 nm 和 6) 组 的 与 会 成 员 的 集合 ; 

649 表示 分 组 会 议 的 第 na(1<n<6) 组 经 第 下 次 分 派 (每 次 分 派 一 名 成 员 ) 
后 的 会 议 成 员 集合 ; 

ai 表 示 董 事 会 第 ;位 成 员 与 第 / 位 成 员 分 在 同一 组 的 次 数 (1<iyj<29,z 门 ; 

2(#) 表 示 两 位 董事 会 成 员 分 在 同一 组 时 所 赋予 的 权重 ; 

久 表 示 资 深 高 级 职员 oj(i = 1,2,…,6) 与 董事 会 成 员 m(J = 1,2,…,29) 在 
此 之 前 是 否 同 组 的 指标 , 即 当 属于 同一 组 时 取 值 为 1, 否则 取 值 为 0; 

RO =1649 mn7(9)1 表 示 在 6!9 中 在 职 董事 的 数量 ; 

j72 表示 董事 会 两 位 在 职 成 员 在 同一 个 讨论 组 中 达到 让 次 的 对 数 ; 

4 表示 第 ;组 中 在 职 董事 数 与 外 部 董事 数 之 比 . 


2.4.3 模型 的 分 析 


该 问题 需要 我 们 对 于 安排 不 同 的 分 组 会 议 给 出 合理 的 分 派 方案 ,以 有 效 降 
低 会 议 被 某 一 个 人 员 支 配 控制 的 风险 ,从 而 确保 讨论 的 充分 性 ， 

由 上 述 假设 ,我 们 可 以 容易 知道 ,每 位 资深 高 级 职员 或 董事 会 成 员 被 分 派 到 
任意 会 议 讨 论 组 的 可 能 性 是 一 样 的 ,同时 ,他 们 中 的 任何 人 都 不 能 根据 其 意愿 选 
择 会 议 讨论 组 根据 问题 要 求 ,我 们 总 结 出 两 个 分 派 原则 : 

均衡 分 派 原则 : 尽 可 能 使 得 各 讨论 组 成 员 人 数 相等 ,该 原则 将 确保 各 讨论 
组 人 数 大 致 相等 . 

分 派 比例 原则 : 各 会 议 讨论 组 在 职 董事 和 外 部 董事 的 比例 大 致 相等 . 

于 是 我 们 设想 给 出 下 面 的 两 种 分 派 方案 : 

方案 [ : 

如 果 公 司 总 裁 更 希望 使 各 讨论 组 的 成 员 人 数 尽 可 能 相等 ,我们 将 采用 这 个 
方案 , 即 可 满足 他 的 要 求 , 显然 ,这 个 问题 的 绝对 理想 的 结果 是 不 存在 的 ,但 我 们 
可 以 按 如 下 方法 使 得 结果 尽 可 能 地 达到 理想 状态 : 

每 场 上 午 的 分 组 会 议 共 分 为 6 组 ,一 个 组 由 4 位 董事 会 成 员 组 成 ,其 他 5 个 
组 每 组 由 5 位 董事 会 成 员 组 成 . 其 中 3 个 组 每 组 有 2 位 在 职 董事 ,而 另外 3 个 组 
每 组 只 有 !1 位 在 职 董事 . 具体 对 于 每 一 个 组 成 员 的 分 派 都 是 随机 的 . 

方案 工 ; 

在 实际 中 很 多 情况 下 ,不 同类 型 与 会 者 的 比例 是 非常 重要 的 ,基于 这 一 点 ， 
我 们 提出 方案 开 . 由 均衡 分 派 原则 ,每 组 中 在 职 董 事 和 外 部 董事 的 比例 应 该 近似 
相等 , 即 应 大 致 为 9/20 =0. 45. 由 所 给 数据 和 题目 要 求 可 知 , 不 存在 恰好 比例 为 


多 | 第 二 童 ”两 种 初等 分 析 方法 


97/20 的 分 派 方案 ,但 我 们 可 以 从 以 下 结果 中 挑选 最 接近 的 方案 . 
上 午 : 王 =1:2, 刀 =1:2)5=1:2,5 =2:4,5 =2:5,4 =2:5 
或 者 王 =1:2, 记 =1:2), 为 =1:3, 训 =2:4,5=2:4,1 =2:5; 
下 午 : 避 =2:4, 避 =2:4,5=2:5,5 =3:7. 


2.4.4 模型 的 建立 


模型 [ : 第 一 种 分 派 方案 

第 一 步 : 上 午 第 一 场 会 议 的 分 派 方案 ， 

首先 ,随机 地 把 29 位 董事 会 成 员 大 致 均匀 地 分 成 6 组 ,其 中 一 个 组 由 4 位 
成 员 组 成 ,其 他 5 个 组 每 组 由 5 位 成 员 组 成 . 然后 ,随机 地 将 集合 0 中 的 6 位 资 
深 高 级 职员 分 配 到 每 一 个 组 中 ,分 别 记 为 CE=1,2,…,6), 从 而 完成 了 第 一 场 
会 议 的 分 派 . 

第 二 步 : 上 午 第 二 场 会 议 的 分 派 方案 . 

首先 ,随机 地 任意 取 一 个 o E 0 ,将 其 分 到 Ci 中 , 即 o E COi=1)2…， 
6) ,从 而 使 每 个 组 6, 都 由 一 位 资深 高 级 职员 o (1 = 1,2,…,6) 作 为 主持 . 然后 ， 
按 下 面 的 方法 分 派 董事 会 成 员 : 

(1) 先 为 每 一 组 C; 分 派 第 一 个 董事 会 成 员 , 对 于 任意 一 个 四 E M(1< 六 < 
29). 若 忆 =0, 则 令 6 = |m 上 否则 ,随机 选择 另 一 个 mi, E M( 方 关 疡 ) ,直到 
b =0, 并 令 6 = [mu 上 G=1,2,…,6). 这 样 ,就 为 每 一 个 组 分 派 了 第 一 位 董事 
会 成 员 . 

(2) 假设 已 为 每 一 个 组 分 派 了 有 -1 位 董事 会 成 员 , 即 6 ”= | 到 ， 
殉 于 (2<5<5) 已 确定 . 要 分 派 第 下位 董事 会 成 员 给 C,， 即 确定 C:” = 
6 Ulmw (2<5<5). 

任意 随机 选择 一 个 mr EM - LU G ,计算 如 的 值 ,根据 bz =0 或 如 =1 
分 别 考 虑 ， 

1) 如 果 病 =0, 则 考虑 以 下 两 种 情况 : 

情况 1: 若 m,E 7(9) , 即 为 在 职 董事 ,并 确定 R  (R ”< 生 2). 

(a) 若 民 ”<2, 则 令 集 合 6 = | 殉 , 丙 ,元 ， mi 

(b) 若 R ”=2, 则 选择 另外 一 位 董事 会 成 员 mi E(MN - U GD ) mn 
1(9), 直到 刀 =0 且 R <2 为 止 , 则 令 集合 Cf = [| 现 | 

情况 2: 如 果 四 ,所 区 9) , 即 为 外 部 董事 , 记 

C={mli=0mEM- U CD my 丘 109)} 
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为 所 有 候选 的 外 部 董事 的 集合 . 对 于 每 个 mj E C, 计算 9(m) = >》 2o(oa)， 在 
集合 C 中 求 出 使 得 9(mj) = ming(m ) 的 ml ,并 且 令 集合 


(网 二 笃定 
CE = 


2) 如 果 b =1, 则 可 以 选择 另 一 位 董事 会 成 员 mi EM - LU CF ,直到 好 


=0, 同 样 使 用 上 述 方法 ,也 能 确定 集合 6!”. 最 后 ,我们 可 以 确定 出 C; = 6 ( 
=1,2,…,6) ,从 而 得 到 第 二 场 会 议 的 分 派 结 果 

第 三 步 : 类 似 上 述 方法 分 派 上 午 第 三 场 会 议 的 分 组 结果 . 

第 四 步 : 下 午 分 组 会 议 的 分 派 方案 安排 ， 

(1) 随机 任意 选择 mi ,m, ,mi ,mi E M, 作 为 下 午 每 一 组 的 第 一 位 成 员 . 

(2) 重复 上 面 的 第 二 步 和 第 三 步 ,注意 在 这 里 四 个 组 的 在 职 董事 分 配 比例 
为 2:2:2:3. 这 样 ,我 们 就 可 以 得 到 下 午 每 场 会 议 的 分 派 方案 

模型 开 ; 第 二 种 分 派 方案 

根据 上 面 分 析 ,我 们 采用 下 面 的 分 派 方案 将 会 得 到 最 佳 的 比例 , 即 有 最 理想 
的 均衡 性 ， 

在 上 午 每 一 场 讨论 会 议 的 六 个 组 中 ,我 们 取 在 职 董事 与 外 部 董事 的 比例 分 
别 为 (A):1:2,1:2,1:2,2:4,2:3S5 和 2:5; 或 者 为 (B):1:2,1:2,1:3,2:4,2:4 和 
2:5; 在 下 午 的 会 议 四 个 组 中 ,两 者 的 比例 均 为 2:4,2:4,2:35 和 3:7、 

上 午 会 议 的 分 派 方案 : 

首先 考虑 在 职 董事 与 外 部 董事 的 比例 为 1:2,1:2,1:2,2:4,2:5 和 2:5 的 情 
况 . 将 6 名 资深 高 级 职员 随机 地 分 派 到 六 个 组 中 去 . 

(1) 按照 如 下 的 方法 分 派 各 讨论 组 的 每 一 位 成 员 

从 9 位 在 职 董事 中 随机 选取 mj E 1(9) ,如 果 印 =0, 则 令 64 = { mi 二; 香 
则 , 另 取 ms E 克 (9) ( 广 肥 产 ) ,并 且 =0, 则 令 C = mi， 

(2) 将 剩余 的 三 位 在 职 董事 随机 分 配 到 任意 三 个 组 中 ,就 可 以 得 到 64”. 

(3) 用 模型 I 中 第 二 步 的 方法 进行 分 派 ,我 们 给 每 个 组 分 派 两 位 外 部 董事 . 

(4) 将 剩 下 的 有 (20) 中 的 8 位 成 员 ,依照 2:3:3 的 比例 分 配 到 包含 两 位 在 
职 董事 的 三 个 组 中 去 ,并 保证 R = 2. . 

按照 上 面 步骤 ,我 们 就 可 以 得 到 上 午 三 场 会 议 的 分 组 方案 . 

对 于 在 职 董事 与 外 部 董事 的 比例 为 1: 2,1:2,1:3,2:5,2:4,2:4 的 情况 ,上 
述 方法 仍 适 用 . 只 需 注意 在 步骤 (4) 中 ,将 剩余 8 位 外 部 董事 中 的 7 位 依照 2: 2; 
3 的 比例 分 派 到 使 Ri =2 的 三 个 组 中 去 ,并 分 派 最 后 一 位 到 使 R” = 1 的 组 中 
去 即 可 . 

下 午 会 议 的 分 派 方案 : 


@ 转 | 第 二 竟 ”两 种 初等 分 析 方法 


在 这 里 取 在 职 董事 与 外 部 董事 的 比例 分 别 为 2:4,2:4,2:5,3:7， 
(1) 随机 地 选取 4 位 在 职 董事 mi ,mi mi mi ET(9) ,并 令 6 = fm 之 


4 
后 ,再 选取 mi mi， mi ET9) -LU GD ,使 w(ow) 最 小 ,同时 令 Ci” = 


[mi yi(1< 产 产生 9, 且 太夫 站 守 =1,2,3,4). 最 后 ,将 区 09) 中 最 后 剩 下 的 一 位 
在 职 董事 分 派 到 能 使 w(a， ) 最 小 的 那 一 组 中 去 . 

(2) 同样 应 用 模型 I 中 的 第 二 步 方 法 ,将 使 R2 =3 或 者 1 的 组 做 适当 的 
调整 使 R2) = 2. 

(3) 将 剩余 6 位 外 部 董事 用 模型 [ 中 第 二 步 的 方法 较 均匀 地 分 派 到 四 个 讨 
论 组 中 去 ， 


2. 4. 5 ”模型 的 求解 结果 


利用 计算 机 模拟 求解 可 以 得 到 两 个 模型 的 求解 结果 , 即 分 组 讨论 会 的 分 派 
方案 , 
方案 I : w(0) =0,w(1) =1,w(2) =3,w(3) =6,w(4) =40,w(5) = 100. 
具体 的 分 组 方案 如 表 2 - 1 所 示 ， 
表 2-1 方案 工 的 分 组 结果 


第 三 场 会 议 分 组 : 





























第 四 场 会 议 分 组 : 
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第 五 场 会 议 分 组 : 第 七 场 会 议 分 组 : 














方案 工 : w(0) =0,w(1) =1,w(2) =3,w(3) =6,zw(4) =40,w(5) =100. 
(A) 上 午 分 组 比例 : 1:2,1:2,1:2,2:4,2:5,2:53; 下 午 分 组 比例 :2:4,2:4， 
:5,3:7. 具体 分 组 方案 如 表 2 -2 .所 示 ， 
(B) 上 午 分 组 比例 ; 1:2,1:2,1:3,2: 4 5.2: 5 下 午 分 组 比例 :2: 4,23 4， 
:5,3:7, 具体 分 组 结果 如 表 2 -3 所 示 . 
表 2-2 方案 工 的 分 组 方式 (A) 的 分 组 结果 
第 一 场 会 议 分 组 第 三 场 会 议 分 组 : 


toD 


tD 











































中 


2 


am 726 























@ 转 | 第 二 章 ”两 种 初等 分 析 方法 
第 五 场 会 议 分 组 ， 第 七 场 会 议 分 组 : 
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表 2-3 方案 工 的 分 组 方式 (了 B) 的 分 组 结果 
第 一 场 会 议 分 组 : 第 四 场 会 议 分 组 ， 


会 议 分 组 
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2. 4.6 ”模型 的 检验 与 分 析 


方案 工 : 
(1) 由 计算 机 模拟 检验 的 结果 显示 :w(kt) (=0,1,…,5) 的 变化 对 刀 [2 有 
记 人 人 
一 定 的 影响 ,但 对 期 望 丈 5 8 和 方差 愉 = 一 829 几乎 没有 影响 ， 


例如 : 

如 果 w(0) =0,w(1) =1,w(2) =3,w(3) =6,0(4) =40,2w(S) =80 , 则 计算 
结果 为 hi =90, 有 1 =384,1 =334, 有 1 =4,h =/ =j =j =0, 瑟 =1.310, 万 = 
0. 445， 

如 果 vw(0) =0,w(1) =1,w(2) =6,(3) =20,w(4) =30,w(5) =50, 则 计 
算 结 果 为 h =79 , 儿 =434,j =291 ,jh =15, 有 1 = 让 = 有 =j =0, 巨 一 1.306, 也 = 
0. 442. 

上 面 的 结果 表明 方案 [ 的 稳定 性 令 人 较 满 意 . 

(2) 通过 大 量 的 计算 机 模拟 可 以 发 现 : /3 4 ) 有 5 ,ja ) 帮 7 都 比较 接近 0 ,ho 也 
较 小 ,而 彤 , 忆 稍 大 ,这 也 表明 按 现在 题目 的 要 求 方案 是 理想 的 . 而 当 与 会 者 的 
人 数 较 多 ,但 分 组 数量 较 小 时 ,该 方案 就 不 是 十 分 理想 了 ， 

方案 工 : 

《1) 通过 1 000 次 的 计算 机 仿真 ,我 们 发 现 wb) 的 变化 对 户 /2 几乎 没有 影响 . 

如 果 w(0) =0,w(1) =1,w(2) =3,w(3) =6,w(4) =40,w(5) =80, 则 计算 结 
果 为 hn =98 ,1 =326,j =334 ,1 =48 ,1 = = 人 = =0, 瑟 二 1.40, 万 =0.75. 

如 果 vw(0) =0,w(1) =1,w(2) =6,w(3) =30,w(4) =50,w(5) = 100 , 则 计 
算 结 果 为 hn = 110 , =320 ,1 =332, 几 =50,h = 有 =j =] =0, 瑟 =1.41, 了 = 
0. 74. 这 足以 说 明 这 个 方案 是 稳定 的 ,也 是 理想 的 ， 

(2) 方案 贡 在 社会 活动 中 有 广泛 的 应 用 ,适当 的 修改 方案 中 的 派 遗 方式 ,就 
可 以 使 之 适用 于 各 种 不 同类 型 的 会 议 分 组 问题 . 如 果 与 会 者 数目 较 大 而 分 组 数 
量 较 小 ,该 方案 较 方案 [ 理想 ， 


2. 4.7 ”模型 的 进一步 讨论 


如 果 出 现 了 某 些 人 临时 不 能 到 会 ,或 者 某 些 人 事先 没有 预约 来 参加 会 议 的 
情况 ,我 们 可 以 采用 下 面 的 方法 来 调整 会 议 的 分 组 . 

(1) 一 个 理事 会 成 员 m,。E C, 因 故 不 能 出 席 分 组 会 议 

方案 工 : 

若 me 1(9) 且 1(G, - Im li) nz(9)1=0, 则 从 GCCIGmI(9)1=2) 中 随机 
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选取 mi, E Gin71(9) ,将 其 安排 到 C, 中 . 否则 , 即 1(6; - mi) nz(9)1=1, 则 无 
需 调整 ， 

若 m,E BE(20) 且 1(c -ml)nr(9)1=2, 则 从 GCCIGnTI9)1=1) 中 随 
机 选取 m, E GinmE(20) ,将 其 安排 到 G, 中 . 否则 就 无 需 调整 ， 

方案 工 : 


若 muE 1(9), 且 G - imajl 使 0<5< 蕊 , 则 任意 选取 一 个 msE GmE(20)， 
将 其 安排 到 使 总 > 部 的 组 G) 中 . 或 者 任 取 muE Gim1(9) 安 排 到 6, 中 

若 m,E B(20) , 则 可 作 类 似 的 调整 

(2) 出 现 了 一 个 事先 没有 预约 的 成 员 (用 m, 表示 ) 来 参加 全 

方案 工 ， 

若 m 是 在 职 董事 , 则 将 其 安排 到 6, 中 使 得 16;m1(9) | =1. 同时 ,我 们 将 从 
GmE(20) (jz 中 随机 选取 由 ,并 将 其 安排 到 6, 中 . 

若 m 不 是 在 职 董事 , 则 将 其 安排 到 使 cmE(20)1 =3 的 组 G) 中 ,或 者 将 
其 安排 到 使 1c,m7(9) 1 =2 的 组 G, 中 ， 

方案 贡 

若 m 是 在 职 董事 ,将 其 安排 到 使 在 职 董 事 与 外 部 董事 之 比 最 小 的 组 6 
中 ,否则 ,将 其 安排 到 使 在 职 董事 与 外 部 曹 事 之 比 最 大 的 组 G) 中 . 

当 有 两 个 或 更 多 个 的 这 种 情况 时 ,处 理 的 方法 依次 类 推 


2.$ 参考 案例 与 参考 文献 
1， 参考 案例 


(1) 机 - 电 系 统 的 类 比 问 题 一 一 文献 [2] :18 一 20 
(2) 航船 阻力 问题 一 文献 [3] :105 一 107 
(3) 核 军 备 竞赛 问题 一 一 文献 [2] :37 一 38 
(4) 传染 病 的 随机 传染 问题 一 一 文献 [1] :48 一 52 
(5) 赛程 安排 问题 一 文献 [3] :146 一 148 
2 参考 文献 
[1] 姜 启 源 . 数学 模型 . 第 二 版 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1993 
[2] 陈 义 华 . 数学 模型 . 重庆 :重庆 大 学 出 版 社 ,1995 
[3] 徐 全 智 , 杨 晋 浩 . 数学 建 模 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2003 
[4] 叶 其 孝 . 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 辅导 教材 (四 ). 长 沙 :湖南 教育 出 版 
社 ,2001 





和 3. 1 微分 方程 的 一 般 理论 


微分 方程 是 研究 函数 变化 规律 的 有 力 工具 ,有 着 广泛 的 实际 应 用 . 针对 所 研 
究 的 对 象 建立 微分 方程 模型 是 解决 问题 的 第 一 步 , 实 际 中 只 有 求 出 微分 方程 的 
解 才能 对 所 研究 的 问题 进行 解释 说 明 , 一 般 说 来 , 求 微 分 方程 的 解析 解 是 困难 
的 ,大 多 数 的 微分 方程 需要 用 数值 方法 来 求解 ,因此 首先 需要 研究 微分 方程 的 解 
的 存在 惟一 性 和 稳定 性 问题 . 


3.1.1 微分 方程 的 一 般 形 式 
一 阶 微分 方程 


% 
人 人 (3.1) 
%(t 加 ) = %o， 
其 中 扩 2x) 是 上 和 x 的 已 知 函数 ,x*(b) =xo 为 初始 条 件 , 又 称 定 解 条 件 . 
一 阶 微分 方程 组 
= (ix ) (=1),2，……))， 
wii) =x0 (= 1)2 7) 


又 称 为 一 阶 正规 方程 组 , 如 果 引 入 向量 
(0) (0) 


了 0 
X = (Xi Ma ) 0 = 《XI Ma 0 )” 


(3.2) 


_ 有 T dr /dx dx， 人 
1 = 太太 (了 是 二 


则 方程 组 (3.2) 可 以 写 为 简单 的 形式 
dx 
必 = (ttY)， 
2X(b) = Xo， 


即 与 方程 (3. 1) 的 形式 相同 , 当 半 =1 时 为 方程 43. 1)， 
对 于 任 一 高 阶 的 微分 方程 电 


(3.3) 
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dz 1 ds 
人 
dQ 
如 果 记 9 = 六 (=0,1,2,… ,mn) , 则 方程 为 2 二 = 所 32yi -iD)， 即 可 化 为 
一 阶 方程 组 的 形式 因此 ,下 面 主要 对 正规 方程 组 (3. 3) 进 行 讨论 
3. 荆 2 微分 方程 解 的 存在 惟一 性 


正规 方程 组 (3. 3 ) 的 解 在 什么 条 件 下 存在 , 且 惟一 呢 ? 有 下 面 的 定理 . 
定理 3.1(Cauchy - Peano) 如 果 枯 数 .Atxz) 在 尺 :1 上 -加 1 生 a,1xz -xs 
上 连续 , 则 方程 组 (3.3) 在 上 -bl1s 上 有 解 二 = 内 ( 满 足 初 值 条 件 xz = 四 (5 ) ， 


2 0 
此 处 瑚 = min( ,下 | = max Cez) | . 


定理 3.2 如 果 函 数 拟 25z) 在 R:1-bl<soalz-xzol<s0 上 连续 , 且 满足 利 
普 希 茨 (Lipscehitz) 条 件 ( 即 存在 正常 数 也 使 得 It ) -bz )1<ZIEO - 
xz 1 ,其 中 (bx ) (5xz2) ERR), 则 方程 组 (3.3 ) 满 足 初 值 条 件 ze = 内 (5 ) 的 
解 是 惟一 的 . 

定理 证 明 详 略 " 


3.1.3 微分 方程 的 稳定 性 问题 


在 实际 问题 中 ,微分 方程 所 描述 的 是 物质 系统 的 运动 规律 ,在 用 微分 方程 来 
研究 这 个 物理 过 程 中 ,人 们 只 能 考虑 影响 该 过 程 的 主要 因素 ,而 不 得 不 忽略 一 些 
认为 次 要 的 因素 ,这 种 次 要 的 因素 通常 称 为 干扰 因素 . 这 些 干 扰 因 素 在 实际 中 可 
以 瞬时 地 起 作用 ,也 可 持续 地 起 作用 . 从 数学 上 来 看 ,前 者 会 引起 初 值 条 件 的 变 
化 ,而 后 者 则 会 引起 微分 方程 本 身 的 变化 . 在 实际 问题 中 ,干扰 因素 是 客观 存在 
的 ,由 此 可 见 , 对 于 它 的 影响 程度 的 研究 是 必要 的 , 即 初 值 条 件 或 微分 方程 的 微 
小 变化 是 否 也 只 引起 对 应 解 的 微小 变化 ? 这 就 是 微分 方程 的 稳定 性 问题 . 这 里 
仍 以 方程 组 (3. 3 ) 为 例 讨 论 ， 

1， 有 限 区 间 的 稳定 性 

如 果 太 25z) 在 某 个 有 限 的 区 域 CCR”” 内 连续 , 且 对 x 满足 利 普 希 茨 条 件 ， 
xz = 纱 ( 切 (as 大 b) 是 方程 组 (3. 3) 的 一 个 特 解 , 则 当 xo 充分 接近 于 区 (b) (as 
ti 和 b) 时 ,方程 组 (3.3) 在 oa 么 上 和 2 上 满足 初 值 条 件 ze =x(b5) 的 解 z = 由 (tb 
xo) 有 

lim 内 (tbxo) = 纱 ( 人 (as 过 D)， 


xz0 一 缆 (20) 
即 对 任意 给 定 的 e >0, 总 存在 相应 的 5(s) >0, 当 lzo -多 (5b)1<5(e) 时 ,对 一 
切 4 反 上 和 有 
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| 风 (Gtosxzo) - 纱 ( 昌 | < e， 
此 时 称 方程 组 (3.3) 的 解 x = 岁 (bb 在 有 限 区 间 c 和 经 上 是 稳定 的 . 
2. 无 限 区 间 的 稳定 性 
如 果 工 = 终 ( 旨 (t 人 加 ) 是 方程 组 (3. 3 ) 的 一 个 特 解 ,z = 由 ( 纺 b ,xzo) (tb) 是 
方程 组 (3. 3 ) 满足 初 值 条 件 xo =xY(b) 的 解 . 对 任意 给 定 的 e > 0 ,总 存在 相应 的 
6(e) >0, 当 lxzo - 汞 (加 )1<5(e) 时 ,对 一 切 上 加 有 
| 区 (bs ) - 埃 ( 划 | < e， 
则 称 方程 组 (3.3 ) 的 解 工 = 尔 ( 电 在 无 限 区 间 上 2b 上 是 稳定 的 , 即 无 限 区 间 上 的 
3. 渐 近 稳定 性 
如 果 方 程 组 (3.3) 解 二 = 录 (b 在 无 限 区 间 上 >% 上 是 稳定 的 , 且 存 在 5 >0， 
当 1x。 - 风 (b)1<8 时 ,有 
Him( 史 (5 加 xzo) - 汞 (ti) = 0， 
则 称 x = 风 ( 纪 是 渐 近 稳定 的 ,或 称 局 部 渐 近 稳定 性 . 
如 果 上 述 8 = 吧 《或 给 定 的 一 个 有 限 常数 ), 则 相应 的 渐 近 稳定 性 称 为 全 局 
渐 近 稳定 性 (或 大 范围 渐 近 稳定 性 ). 
4. 经 常 扰动 下 的 稳定 性 
对 于 方程 组 (3.3 ) ， 人 的 方程 组 


= 成 忆 ) + 有 RiY)， (3.4) 


这 里 的 尽 ( 0 

如 果 对 任意 给 定 的 e >0 ,总 存在 6(e) >0 和 ?7(e) >0, 使 得 当 lxzo -图 (bo) 1 
<6(s) 时 有 

|RCNz) | < me)， 
则 方程 组 (3.4) 有 满足 初 值 条 件 ze =x(b5a) 的 解 z= 由 (txzo)(t2b). 且 当 上 > 
如 时 有 
[1$(btosxzo) - 砂 ( 旨 | < e 

就 说 方程 组 (3. 3 ) 的 特 解 = 多 (5 在 经 常 扰动 下 是 稳定 的 . 

ss， 研究 稳 定性 的 方法 

实际 中 ,要 研究 方程 组 (3. 3) 的 解 必 = 多 (1 的 稳定 性 问题 . 可 以 转化 为 研究 
方程 的 零 解 ( 平 凡 解 ) 的 稳定 性 问题 . 事实 上 : 

对 于 方程 组 (3.3) 的 任 一 特 解 了 = 沙 ( 划 ,只 要 令 了 =z 一 钞 ( 划 , 则 


人 
芋 = 宇 = pz) - 九 5U(D) 


= Ab + 5 -所 二 由 ( 划 ) = 有 (了 )， 
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显然 有 8(40) =0. 故 方程 组 (3. 3 ) 变 为 


= 5(by) (3.5) 


于 是 可 知 方程 组 (3.3) 的 解 = 峭 ( 世 对 应 于 方程 组 (3.5) 为 ?=0( 平 凡 解 ). 因 
此 ,要 研究 方程 组 (3.3) 的 x = 岁 ( 纺 的 稳定 性 问题 可 转化 为 研究 方程 组 (3. 5) 的 
平凡 解 y 了 =0 的 稳定 性 问题 . 

如 果 微 分 方程 组 的 所 有 解 都 能 简单 地 求 出 来 ,一 个 特 解 的 稳定 性 问题 并 不 
难 解决 . 然而 ,实际 中 这 种 情况 太 少 了 . 因此 ,一 般 性 的 稳定 性 问题 的 研究 是 复杂 
的 ,通常 的 情况 下 都 是 针对 具体 问题 做 相应 的 研究 ， 


| 3.2 ”微分 方程 的 平衡 点 及 稳定 性 


3.2.1 微分 方程 的 平衡 点 


设 有 微分 方程 组 (3.3) ,对 于 YY = (xi yaymxo) 所 有 E[a5]ACbz) 
在 某 个 区 域内 连续 , 且 满 足 解 的 存在 惟一 性 条 件 . 如 果 存 在 某 个 常数 ze E R ， 
使 得 妃 bxzo) =0, 则 称 点 xzo 为 方程 组 (3.3 ) 的 平衡 点 (或 寄 点 ) , 且 称 z =xo 为 方 
程 组 的 平凡 解 (或 奇 解 )， 

如 果 对 所 有 可 能 初 值 条 件 ,方程 组 (3. 3 ) 的 解 二 = 纱 ( 巧 都 满足 

lmy(D = mn， 

则 称 平衡 点 xz 是 稳定 的 ( 渐 近 稳定 ) ;否则 是 不 稳定 的 . 

实际 中 ,判断 平衡 点 的 稳定 性 有 两 种 方法 :间接 方法 和 直接 方法 ”. 

间接 方法 : 首先 求 出 方程 的 解 x = 纱 ( 划 ,然后 利用 定义 limy(i) = xzo 来 
判断 . 

直接 方法 : 不 用 求 方程 的 解 直接 地 来 研究 其 稳定 性 . 


3.2.2 一 阶 方程 的 平衡 点 及 稳定 性 


设 有 微分 方程 和 = 所 zx) ,其 相应 的 平衡 点 为 代数 方程 几 x) =0 的 实 根 * = 


xo. 其 稳定 性 可 以 用 间接 方法 判断 ,下 面 说 明 直 接 方法 . 
首先 ,将 函数 扎 z) 在 x 点 作 一 阶 泰 勤 (Taylor) 展开 , 即 方程 可 以 近似 地 表 
示 为 


dx 
有 = 上 (xo) (5 一 %o ). 
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显然 ,x 也 是 该 方程 的 一 个 平衡 点 ,其 稳定 性 主要 取决 于 (>xo) 符 号 , 即 有 下 面 
结论 : 
若 广 (xo) <0, 则 平衡 点 x。 是 稳定 的 ; 若 J(xo) >0, 则 平衡 点 是 不 稳定 的 . 


3.2.3 平面 方程 的 平衡 点 及 稳定 性 
设 平面 方程 组 的 一 般 形式 为 


dx 
是 = 大 o)， 
(3.6) 

dx， 

di 三 gE(xi yx2 ) ， 

则 称 代数 方程 组 
人 = 0， 
Sg(xixa) = 0 


的 实 根 *，=x(0 ,x， =xt0) 为 平面 方程 组 (3.6) 的 平衡 点 , 记 为 Pu(xzi > ,xz ), 如 
果 对 所 有 可 能 的 初 值 条 件 方程 的 解 为 (b) ,zx: ( 巧 满足 
有 
则 称 平衡 点 Pu(xto ,x!0 ) 是 稳定 的 ;否则 是 不 稳定 的 . 也 可 以 用 直接 方法 讨论 . 
将 方程 组 (3. 6) 的 右边 的 函数 作 一 阶 泰 勤 展 开 , 即 可 表示 为 近似 的 线性 方 
程 组 


dxi 

) 
0) 
本 (3.7) 
2 
0 


J 1/ 
记 系 数 和 矩阵 为 4 = 


和 5 


| , 且 假 设 其 行列 式 141 关 0 , 则 方程 组 (3. 7) 的 特征 


方程 为 
14 -AT =0, 即 入 +pA+qg=0， 
其 中 p= -(A+g)|19=|4|,A 为 特征 根 . 不 妨 设 特征 根 分 别 为 At ,A， 即 
Ah = 二 (-P+ V 厅 -49)， 
根据 特征 根 A, ,A; 和 系数 p,4 的 取 值 情况 可 以 确定 平衡 点 Pu( xi ,2 ) 的 稳 
事实 上 , 当 忆 >0,9 >0 时 平衡 点 是 稳定 的 ; 当 P<0 或 4<0 时 平衡 点 是 不 稳 
定 的 . 
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对 于 一 般 微分 方程 的 平衡 点 和 稳定 性 问题 可 以 类 似 地 讨论 ， 


3.3 ”战争 的 预测 与 评估 问题 


3.3.1 问题 的 提出 


目前 ,在 超级 大 国 的 全 球 战略 的 影响 下 , 世界 并 不 太平 , 国 与 国之 间 和 地 区 
之 间 的 种 族 歧 视 、 民 族 矛 盾 、 利 益 冲 突 、 历 史 遗 留 问题 等 原因 造成 的 局 部 战争 和 
地 区 性 武装 冲突 时 有 发 生 , 有 的 长 期 处 于 敌对 状态 ,从 而 导致 了 地 区 性 的 紧张 局 
势 和 潜在 的 战争 威胁 . 在 这 种 情况 下 , 必然 会 导致 敌对 双方 的 军备 竞赛 ,在 一 定 
的 条 件 下 就 会 爆发 战争 . 随 着 高 科技 的 发 展 , 尤 其 是 信息 技术 的 发 展 ,军事 装备 
现 已 成 为 决定 战争 胜 负重 要 因素 . 在 这 里 我 们 所 说 的 军事 装备 是 指 军事 实力 的 
总 和 ,主要 包括 武器 装备 .电子 信息 装备 .军事 兵力 ,军事 费用 等 . 

现代 条 件 下 的 战争 ,一 般 都 是 多 兵种 的 协同 作战 ,所 谓 的 多 兵种 就 是 综合 使 
用 陆 海 ` 空 导弹、 空降 等 兵力 和 相应 的 武器 装备 去 完成 不 同 的 战争 任务 . 由 于 
每 一 兵种 和 相应 的 武器 装备 都 有 各 自 的 优势 和 相应 的 适合 攻击 的 目标 . 因此 , 现 
代 战 争 的 结局 在 很 大 程度 上 取决 于 是 否 能 够 广泛 合理 地 利用 诸 兵种 的 合成 部 队 
协同 作战 ,在 战争 中 争取 保持 一 定 优势 ,尤其 是 在 “制空权 " 和“ 制 海 权 ” 的 优势 ， 
这 是 现代 战争 的 一 大 特点 ， 

尺 一 方面 ,现代 战争 往往 是 根据 不 同 兵 种 的 特点 ,可 以 在 不 同 的 区 域 参 加 战 
斗 , 即 一 场 战争 可 以 在 不 同 几 个 区 域 同时 展开 ,都 对 战争 的 结果 产生 一 定 的 影响 . 

现在 要 求 建立 数学 模型 讨论 的 以 下 问题 : 

《1) 分 析 研 究 引 起 军备 竞赛 的 因素 ， 并 就 诸多 因素 之 间 的 相互 关系 进行 
讨论 ; 

《2) 在 多 兵种 的 作战 条 件 下 ,对 作战 双方 的 战 势 进行 评估 分 析 . 


3.3.2 模型 的 假设 


(1) 敌对 双方 为 甲 方 和 乙方 ,时 刻 上 的 军备 综合 实力 分 别 为 xb 和 7(b; 

(2) 双方 的 军备 综合 实力 是 随 着 时 间 连 续 平 稳 变 化 的 , 即 x( 旨 和 7( 约 是 时 
间 的 连续 可 微 函 数 ; 

《3) 不 考虑 第 三 方 的 军备 实力 对 甲乙 双方 的 影响 ， 


3.3.3 ”模型 的 建立 与 求解 


问题 (11) : 
根据 实际 情况 ,一 般 认 为 促使 和 制约 敌对 双方 的 军备 竞赛 的 因素 主要 有 双 
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方 各 自 的 固有 增长 因素 、 双 方 敌对 的 程度 和 现 有 的 军备 实力 等 因素 . 

首先 ,由 于 各 自 的 历史 地 位 、 地 理 环境 和 领土 争端 等 原因 ,双方 都 有 一 个 固 
有 的 增加 军备 的 需求 , 即 各 自 的 固有 军备 增长 率 , 分 别 记 为 常数 c 和 R. 

其 次 ,双方 的 军备 增长 与 双方 的 敌对 程度 有 关 , 即 随 着 敌对 情绪 的 增长 而 
增加 , 如 果 一 方 的 军备 增加 了 , 则 另 一 方 也 必然 要 增加 自己 的 军备 ,以 至 于 要 
赶 上 上 或 超过 对 方 . 即 甲 方 的 军备 实力 的 增长 与 乙方 的 军备 实力 成 正比 ,反之 亦 
然 . 其 比例 系数 分 别 记 为 c 和 5, 即 表示 受 对 方 现 有 军备 实力 的 刺激 程度 的 
度量 , 

”再 次 ,各 方 军备 的 增长 与 现 有 军备 实力 有 关 , 由 于 经 济 实力 的 制约 作用 , 军 
备 实力 越 大 , 受 经 济 制约 的 程度 就 越 大 , 即 军备 增长 率 减 少 的 程度 与 现 有 的 军备 
实力 成 正比 ,其 比例 系数 分 别 记 为 和 d, 即 表示 双方 受 各 自 经 济 制约 程度 的 
度量 . 

于 是 ,可 以 得 到 甲乙 双方 的 军备 实力 的 增长 率 变化 情况 , 即 军备 竞赛 的 数学 
模型 为 

dx 


可 = 一 c%+QdYy+0， 
d 


(3.8) 
0 
二 bx -dy+AB. 


为 了 要 研究 军备 竞赛 的 结局 ,我 们 来 求 (3. 8 ) 式 的 平衡 点 , 即 令 
ee = 0， 
bx -dy+B=0， 
可 以 解 得 平衡 点 为 


da + pa + 


根据 平衡 点 的 稳定 性 理论 可 知 : 当 od> 吧 时 ,平衡 点 (* ,7 ) 是 稳定 的 ， 
和 否则 是 不 稳定 的 . 这 就 意味 着 在 足够 长 的 时 间 以 后 ,双方 的 军备 实力 会 分 别 达到 
一 个 稳定 的 极限 值 . 

当 cd > 唉 时 ,方程 (3.8) 的 平衡 点 (*” ,7 ”) 稳 定 , 即 说 明 当 双方 制约 发 展 军 
备 的 程度 大 于 刺激 对 方 发 展 军备 的 程度 时 ,军备 竞赛 的 最 终结 果 是 可 以 达到 平 
衡 的 , 相反 的 , 当 cd < 吧 时 ,方程 组 (3.8) 的 平衡 点 (*” ,7”) 不 稳定 , 即 说 明 当 双 
方 制约 发 展 军备 的 程度 小 于 刺激 对 方 发 展 军备 的 程度 时 ,双方 的 军备 竞赛 会 一 
直 无 限 地 进行 下 去 ,最 终 会 导致 战争 ， 

当 w=B=0, 且 cd > 几时 ,方程 (3.8) 的 平衡 点 (*” ,7y” ) = (0,0) 是 稳定 的 . 
即 说 明 甲 乙 双 方 没有 利害 冲突 和 争端 ,在 和 平 共处 的 情况 下 ,都 没有 发 展 军备 的 
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当 a 关 0,8z#0, 且 cd> 嘱 时 , 即 表 明了 双方 军备 竞赛 的 存在 性 ,即便 是 因为 
某 种 外 界 因 素 的 影响 ,迫使 双方 在 某 个 时 候 有 x(5) =0 和 7Yy() =0( 被 迫 裁军 ) ， 


但 由 于 全 = >0 和 和 =B > 0, 则 双方 的 军备 竞赛 客观 存在 ,最 终 双方 的 军备 实 


力 还 会 强大 起 来 . 此 时 ,平衡 点 是 稳定 的 ,所 以 最 终 还 是 会 达到 平衡 . 
如 果 有 某 种 原因 ,人 迫使 某 一 方 单方 面 裁军 ,譬如 对 甲 方 来 说 ,即使 在 某 个 时 


候 有 x( 纺 =0, 但 由 于 他 = ay + a, 即 由 于 乙方 军备 的 存在 ,对 甲 方 有 一 定 的 刺激 


作用 ,以 及 甲 方 有 固有 的 军备 增长 需求 , 则 甲 方 的 军备 很 快 还 会 发 展 起 来 ,这 说 
明 单 方面 的 裁军 是 不 会 长 久 的 . 

问题 (2) : 

在 由 多 兵种 的 协同 作战 的 情况 下 ,一 般 认为 甲乙 双方 的 每 一 兵种 (或 一 类 
武器 装备 ,或 作战 单位 等 ) 都 有 自己 确定 的 作战 目标 . 为 此 ,我 们 假设 双方 的 目 
标 分 配 都 已 确定 ,为 了 各 自 的 目标 去 争取 最 好 的 作战 效果 . 

不 妨 设 甲 方 和 乙方 分 别 有 普 个 和 半 个 兵种 (或 作战 单位 .武器 装备 类 ) ,其 
数量 分 别 用 向 量 x 和 ? 表示 , 即 

Xi) = (5( 划 2( 芍 Ma) (= (7(D) 7 (区 (b)7， 
其 中 因 ( 纪 表示 上 时 刻 甲 方 第 ; 个 兵种 的 数量 ,y( 纪 表示 上 时 刻 乙方 第 j 个 兵种 的 
数量 , 

在 战斗 过 程 中 ,双方 的 任何 一 个 兵种 对 对 方 任何 一 个 兵种 都 会 构成 一 定 的 
威胁 ,也 会 被 对 方 造 成 一 定 损失 . 用 表示 对 思 的 损耗 系数 , 即 * 对 y 的 战 
斗 力 ;b 表 示人 对 % 的 损耗 系数 , 即 多 对 x% 的 战斗 力 . 通常 情况 下 都 有 ww >0 , 包 
>0 (=1,2， 有 mi 太 =1)2, 2). 实 际 中 , 甲 方 的 任何 一 个 兵种 (或 作战 单位 ) 
都 可 攻击 乙方 的 任何 一 个 兵种 (或 作战 单位 ) ,反之 亦 然 . 用 表示 * 用 于 攻击 
儿 的 比例 (或 甲 方 的 第 守 个 兵种 用 于 攻击 乙方 的 第 7 个 兵种 的 概率 ) ;B, 表 示 7 
用 于 攻击 % 的 比例 (或 乙方 的 第 / 个 兵种 用 于 攻击 甲 方 的 第 守 个 兵种 的 概率 )， 
于 是 可 以 得 到 多 兵种 作战 的 数学 模型 为 


(3.9) 
加 = 一 之 oa， J = 工 ,2，…,n， 
这 就 是 著名 的 兰 彻 斯 特 ( Lanchester) 多 兵种 作战 模型 . 
为 了 方便 ,引入 抢 阵 记号 
4=(oi)on， 盏 =(0)oo， 忆 = (on， 吧 = (Bi)。， 
则 模型 43. 9) 可 以 表示 为 矩阵 形式 
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号 

二 

由 

业 

其 中 4* 已 =(aioi)xn 与 召 * 人 =(2py)。x 都 表示 两 个 同 阶 矩阵 的 对 应 元 素 相 

乘 以 后 的 矩阵 ， 

在 多 兵种 协同 作战 的 情况 下 ,战斗 中 甲乙 双方 的 任何 一 个 兵种 (或 作战 单 

位 ) 都 可 能 受到 不 同 程度 的 损失 ,为 了 争取 作战 的 优势 ,每 一 个 兵种 都 有 可 能 在 

不 断 地 补充 一 些 兵力 (或 武器 装备 ). 分 别 用 和 9; 表示 甲 方 的 第 ;个 兵种 的 其 
力 补充 系数 和 乙方 的 第 /7 个 兵种 的 兵力 补充 系数 . 则 相应 模型 变 为 


dx 
-号 pm rn 1 = 1,2,…，, 了 i， 


=-~- (Br+ro@) “了 ， 


= 一 (4#) 


d 
本 aixXi 十 g@，J = 1 2，…，)7， 


该 模型 充分 考虑 了 现代 战争 的 多 兵种 的 协同 作战 的 特点 ,但 没有 更 多 地 考 
虑 CI 或 CI(CCommunication ,Command ,Control ,或 Computer,Information ) 等 因素 
的 影响 . 在 一 定 的 程度 上 能 够 反映 出 作战 双方 的 效能 ,甚至 战争 的 结果 . 实际 中 ， 
如 果 已 知 作战 双方 的 各 兵种 的 实力 和 相应 的 效能 指标 等 , 则 由 该 模型 可 对 战争 
的 发 展 做 出 评估 预测 . 该 模型 被 广泛 地 应 用 于 研究 分 析 战 争 的 重要 定量 工具 ,也 
成 为 现代 作战 模拟 的 基本 工具 之 一 . 


3.4 SARS 传播 问题 " 


3.4.1 问题 的 提出 


SARS(Severe Acute Respiratory Syndrome ,严重 急性 呼吸 道 综 合 症 ,俗称 : 非 
典型 肺炎 ) 是 21 世纪 第 一 个 在 世界 范围 内 传播 的 传染 病 ,SARS 的 爆发 和 蔓延 
给 部 分 国家 和 地 区 的 经 济 发 展 和 人 民生 活 带 来 了 很 大 影响 ,人 们 从 中 得 到 了 许 
多 重要 的 经 验 和 教训 ,认识 到 定量 地 研究 传染 病 的 传播 规律 ,为 预测 和 控制 传染 
病 草 延 创造 条 件 的 重要 性 . 请 你 对 SARS 的 传播 建立 数学 模型 ,要 求 说 明 怎 样 才 
能 建立 一 个 真正 能 够 预测 以 及 能 为 预防 和 控制 提供 可 靠 .足够 的 信息 的 模型 ,这 
样 做 的 困难 在 哪里 ? 并 对 疫情 传播 所 造成 的 影响 做 出 估计 . 








@ 本 案例 选 自 2003 年 中 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 A 题 ,根据 信息 工程 大 学 信息 工程 学 院 张 启 臣 , 芦 
斌 , 记 红 超 的 获奖 论文 整理 ， 
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3.4.2 问题 的 分 析 
实际 中 ,SARS 的 传染 过 程 为 
易 感人 群 一 病毒 潜伏 人 群 一 发 病人 群 一 退出 者 (包括 死亡 者 和 治愈 者 ) 


通过 分 析 各 类 人 群 之 间 的 转化 关系 ,可 以 建立 微分 方程 模型 来 刻画 SARS 

疫情 主要 受 日 接触 率 A( 切 影响 ,不 同 的 时 段 ,A(b 的 影响 因素 不 同 . 在 
SARS 传播 过 程 中 ,卫生 部 门 的 控制 预防 措施 起 着 较 大 的 作用 , 以 采取 控制 措施 
的 时 刻 如 作为 分 割 点 ,将 SARS 传播 过 程 分 为 控 前 和 控 后 两 个 阶段 ， 

在 控 前 阶段 ,SARS 按 自 然 传播 规律 传播 ,A(t) 可 视 为 常量 ;同时 ,在 疫情 初 
期 ,人 们 的 防范 意识 比较 弱 , 再 加 上 SARS 自身 的 传播 特点 ,在 个 别 地 区 出 现 了 
“超级 传染 事件 (SSE ) , 即 SARS 病毒 感染 者 在 社会 上 的 超级 传播 事件 , 到 了 中 
后 期 , 随 着 人 们 防范 意识 的 增强 ,SSE 发 生 的 概率 减 小 ,因此 ,SSE 在 SARS 的 疫 
情 早期 对 疫情 的 发 展 起 到 了 很 大 的 影响 , SSE 其 特性 在 于 在 较 短 的 时 间 内 ,可 使 
传染 者 数目 快速 增加 . 故 可 将 SSE 对 疫情 的 影响 看 作 一 个 脉冲 的 瞬时 行为 ,使 
用 脉冲 微分 方程 描述 . 

控 后 阶段 , 随 着 人 们 防范 措施 的 增强 促使 日 传染 率 A( 减 小 . 引起 人 们 防 
范 措 施 增 强 的 原因 主要 有 两 方面 : 

(1) 来 自 于 应 对 疫情 的 恐慌 心理 ,而 迫使 人 们 加 强 自 身 防 范 ; 

《2) 来 自 于 预防 政策 法律 法 规 的 颁布 等 而 加 强 了 防范 措施 . 

以 上 两 者 又 分 别 受 疫情 数据 的 影响 ,关系 如 图 3 - 1， 


人 们 防范 意识 增强 
14.(0 减 小 
社会 防范 措施 增加 


图 3-1 疫情 关系 图 


在 做 定量 计算 时 ,可 以 先 定性 分 析 确 定 各 因素 之 间 的 函数 关系 ,再 在 求解 过 
程 中 利用 参数 辨识 方法 确定 其 中 的 参数 . 


3.4.3 问题 的 假设 与 符号 说 明 


模型 的 假设 : 

(1) 由 于 SARS 的 传染 期 不 是 很 长 , 故 不 考虑 这 段 时 间 内 的 人 口 出 生 率 和 
自然 死亡 率 ; 

(2) 平均 潜伏 期 为 6 天 ; 
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(3) 处 于 潜伏 期 的 SARS 病人 不 具有 传染 性 ， 

符号 说 明 : 

b 表示 从 最 初 发 现 SARS 患者 到 卫生 部 门 采取 预防 措施 的 时 间 间 隔 ; 六 表 
示 疫 区 总 人 口 数 ;S( 蚊 表示 上 时 刻 健康 人 数 占 总 人 数 的 比例 ;7(0) 表示 上 时 刻 感 
染 人 数 占 总 人 数 的 比例 ;已 ( 表 示 上 时 刻 潜 伏 期 的 人 数 占 总 人 数 的 比例 ;CQ(b) 
表示 上 时刻 退 出 者 的 人 数 占 总 人 数 的 比例 ;A( 电 表示 日 接触 率 , 即 表示 每 个 病人 
平均 每 天 有 效 接触 的 人 数 ;Xt1) 表 示 疫 情 指 标 ;8( 纪 表示 预防 措施 的 力度 ; 疡 () 
表示 人 们 的 警惕 性 指标 ;w( 切 表示 防范 意识 ;8( 蚊 表示 上 时 刻 实 际 的 新 增 确诊 人 
数 ;0( 世 表示 模型 计算 得 到 的 上 时刻 新 增 确诊 人 数 ， 


3.4.4 模型 的 建立 


1. 各 类 人 群 的 转化 过 程 

由 问题 的 分 析 ,将 人 群 分 为 易 感 人 群 $, 病毒 潜伏 人 群 巴 , 发 病人 和 群 也 退出 
者 @ 四 类 ， 

(1) 易 感 人 群 $ 与 病毒 潜伏 人 群 巨 间 的 转化 ; 

易 感 者 和 发 病 者 有 效 接触 后 成 为 病毒 潜伏 者 , 设 每 个 发 病 者 平均 每 天 有 效 
接触 的 易 感 者 数 为 A(1)S,NMT 个 发 病 者 平均 每 天 能 使 A( 幻 SVI 个 易 感 者 成 为 病 


毒 潜 伏 者 . 故 
w 宇 = - ASN1, 即 家 = - ASL 
(2) 病毒 潜伏 人 群 五 与 发 病人 群 了 上 间 的 转化 
病毒 潜伏 人 和 群 的 变化 等 于 易 感人 群 转 人 的 数量 减 去 转 为 发 病人 群 的 数 
量 , 即 
d 克 


攻 训 = SA(CL)7 - 2 匹 ， 


其 中 。 表示 潜伏 期 日 发 病 率 ,根据 有 关 文 献 资 料 1 ,在 这 里 取 e = 二， 


(3) 发 病人 群 ! 与 退出 者 @ 间 的 转化 ; 
单位 时 间 内 退出 者 的 变化 等 于 发 病人 群 的 减少 , 即 
允 三 页 
d 
其 中 w 表示 日 退出 率 ,根据 有 关 资 料 取 w = 0. 008. 
综 上 所 述 ;, 建 立 了 整个 系统 中 各 类 人 和 群 的 转化 过 程 ,下面 将 疫情 传播 过 程 分 
别 按 控 前 阶段 和 控 后 阶段 建立 相应 的 模型 
” 2. 控 前 阶段 的 自然 传播 模型 
(1) 参数 确定 
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日 传染 率 A( 切 在 疫情 的 初期 ,SARS 按 自然 传播 规律 传播 ,A(t) 保 持 不 变 ， 
即 为 待定 常数 Ao, 具 体 取 值 在 模型 求解 中 通过 参数 辨识 确定 . 

《2) 超级 传染 事件 (SSE ) 的 处 理 
1 

定义 脉冲 函数 :86.(x -xo) =!2e” 
0， 其 他 ， 

6 函数 :6(x -xo) = lim6.(x 一 %o )， 

由 问题 的 分 析 , 将 SSE 对 疫情 的 影响 看 作 一 个 瞬时 的 脉冲 行为 , 则 


4 A(D)1S -Noa6(C-)， 
= 


Xo -EGG<XYKXo + 


dd 
生 = SA(CN)7T- e 忆 + 之 ai8( -1)， 
其 中 疾 为 所 加 6 函数 的 个 数 ,在 实际 表现 为 SSE 的 个 数 ;a, 为 第 ;个 8 函数 的 强 
度 ,根据 有 关 统 计 资 料 ,每 例 SSE 事件 的 平均 感染 人 数 为 20 人 . 
《3) 控 前 阶段 的 传播 模型 
综合 上 述 的 讨论 ,可 以 得 到 控 前 阶段 的 自然 传播 模型 


中 = _A(i)71S -NZ xsd -5 ， 

于 SA(D1-eB+NZ as- 划 ， 

由 _ 人 (3. 10) 
Se 


SS+ 天 +7T+O=1， 
SO0) = so,EC0) = Eo,70) = TO(00) = 0u， 
其 中 So,Eo mo 为 系统 中 各 类 的 初始 值 . 
3. 控 后 阶段 的 传播 模型 
(1) 疫情 指标 . 扎 纺 的 确定 
影响 疫情 指标 因素 主要 是 每 日 新 增 死亡 人 数 d( 昌 .新 增 确诊 人 数 8() 、 新 
增 疑 似 病例 人 数 "( 七 , 对 于 这 三 个 因素 归 一 后 求 加 权 和 得 到 
dt 0 2 
盛世 = 和 
其 中 gg ,93 依次 为 d(00 ,86 ,2(b 对 疫情 指标 的 相对 影响 权重 ,考虑 到 人 们 
对 三 类 新 增 人 数 的 敏感 程度 ,不 妨 取 9 =0.4,9q =0.4,9q; =0.2. 由 实际 统计 数 
据 知 , 败 芒 的 取 值 是 离散 的 ,为 此 ,采用 最 小 二 乘 拟 合 方法 ,可 以 得 到 Ai) 的 近似 
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表达 式 ( 如 图 3 -2). 另 一 方面 ,从 离散 的 数据 点 看 出 ,其 规律 大 致 旺 韦伯 分 布 ， 
故 可 取 韦 伯 分 布 密度 函数 





(Ce- 切 史 
Ai) = 工人 -onte am 
%0 


疫情 指标 广 (好 





20 30 40 5 6 70 8 9% 
时 间 (天 ) 


图 3-2 疫情 指标 的 拟 合 曲线 与 实际 数据 比较 
由 参数 估计 可 得 
m = 2.344 9,v = -1.157 8,x，= 14. 353 0. 
《2) 预防 措施 力度 Sb 的 确定 
在 控 后 阶段 ,卫生 部 门 的 预防 措施 力度 8( 避 在 控制 疫情 的 过 程 中 起 到 了 重 
要 的 作用 ,与 下 列 因 素 有 关 
1) 卫生 部 门 关注 的 疫情 来 自 于 最 近 几 天 的 疫情 ,不 妨 取 近 三 天 的 疫 
情 广 ; 
2) 当 上 =b 时 ,8 有 一 个 初始 值 , 即 为 潜在 的 预防 措施 力度 如 (0<A<1l); 
3) &8(b) 随 疫情 的 增强 而 增加 . 前 期 增加 较为 缓慢 ,但 疫情 发 展 到 一 定 程 度 
后 ,社会 对 疫情 的 蔓延 变 得 敏感 起 来 ,后 期 预防 力度 加 大 , 随 之 疫情 指标 的 增长 
速度 变 慢 ; 
4) 当 疫 情 最 严重 时 ,&( 忆 最 大 趋向 于 1， 
综 上 所 述 ,可 以 给 出 8 随 疫 情 变 化 的 曲线 ,形态 如 图 3 -3 所 示 ( 横 坐标 
为 疫情 , 纵 坐 标 为 &(:) ) ,其 表达 式 为 
g(D) = 局 + 用 (1-e )， 
其 中 心 + 及 =1. 根 据 有 关 数 据 , 令 束 =0.2, 丰 =0.8, 当 Fi) =0.58 时, 取 g(5) 
='.0.7, 得 参数 估计 we, =0. 180 3. 
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8 (人 


疫情 
图 3-3 &( 雪 随 灰 纺 的 变化 


(3) 人 们 的 警惕 性 指标 六 2) 的 确定 

人 们 对 SARS 的 警惕 性 程度 也 随 疫 情 的 变化 而 变化 , 在 公布 疫情 初期 ,疫情 
的 变化 引起 人 们 很 大 的 关注 ,警惕 性 程度 随 疫情 的 微小 变化 波动 很 大 ;到 中 后 
期 ,波动 逐渐 变 缓 ,直至 平稳 . 可 用 Ai( 切 = 忆 - 心 e 7 来 定量 刻画 姑 ( 切 与 成 蕊 的 
关系 . 

当 灰 ) =0 时 ,Ai =0.2( 即 为 人 们 固有 的 警惕 性 指标 ) ;当成 蕊 一 +o 时 ， 
六 (划一 1 ,参数 估计 得 刀 =1,5 =0.8， 

《4) 防范 措施 w( 纪 的 确定 

由 问题 分 析 , 人 们 的 防范 措施 w (已 受 预防 措施 力度 8(b) 和 警惕 性 指标 
Ai) 的 影响 ,gb ,( 纺 对 (的 影响 作用 大 致 相当 ,可 取 wb =0.58( 巧 + 
0. Sm(1)， 

《5) 防范 措施 w( 划 与 日 传染 率 Ab 的 关系 

A( 切 表示 发 病 者 平均 每 天 有 效 接触 的 人 数 , 由 问题 分 析 知 ,A( 忆 是 防范 措 
施 wb 的 函数 , 且 应 满足 

1) 当 防 范 措施 (为 零 时 , 则 和 (已 取 最 大 值 一 一 控 前 阶段 的 日 接触 率 ; 

2) 随 w( 芒 的 增 大 ,Ab 会 减 小 , 当 2( 电 不 强 时 ,对 入 的 变化 所 起 的 作用 
较 小 ; 当 2w( 蚊 超过 一 定 的 数值 时 , 则 对 A( 纺 的 影响 效果 较 明 显 ; 

3) 当 w( 电 趋 近 于 1( 不 可 能 为 1) 时 , 则 和 ( 趋 近 于 0. 

由 以 上 三 点 可 以 确定 人 (已 随 w( 蕊 变 化 的 曲线 形态 ,采用 函数 


_UL-w(D)2 


AD = 有 (1 -ee ) 
刻画 此 形态 . 其 中 co: 为 待定 常数 . 
(6) 控 后 阶段 的 模型 
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综 上 所 述 , 控 后 阶段 的 SARS 疫情 的 传播 模型 为 


3 = 一 A(i)719， 

d 瑟 

5 7 - 

杰 SA (ED) E 五 ， 

d7 

卫 = 2 有 - 7， 

a (3.11) 


_CL-w(O)2 


Ai) =1(L-e 2 )， 
S+ 五 +7+O = 1， 

S(0) = S, ,BE(0) = 已， 
70) = 1,000) = 0u， 


3.4.5 ”模型 的 求解 


由 于 模型 (3. 10) ,(3. 11) 较 为 复杂 ,要求 解析 解 是 困难 的 , 故 将 微分 方程 模 
型 转化 为 差分 方程 求解 ， 

以 12 例 SARS 患者 作为 疫情 初始 值 , 即 70) =12/N =0.12 x10 一 ,5(0) = 
0,0(0) =0. 求 解 可 得 实际 数据 !(9 与 计算 结果 包 ( 芒 的 比较 ,如 图 3 -4 所 示 ， 





新 增 确诊 人 数 





0 EL 
0 l10 20 30 40 5 60 70 8 9% 100 
时 间 t 
图 3-4 新 增 确诊 人 数 的 实际 值 与 计算 值 的 比较 


由 图 可 以 看 出 多 纺 与 六 (b 的 走势 大 致 相同 ,上 且 值 相 差 不 大 ,其 中 开始 的 小 
高 峰 是 SSE 事件 造成 的 . 由 参数 办 识 可 以 得 到 模型 中 未 确定 的 两 个 待定 参数 A。 
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=0.374,o， =28.089 1. 


3. 4. 6 ”模型 的 结果 分 析 


1 采取 严格 隔离 措施 早晚 的 影响 
根据 有 关 数 据 , 对 于 提前 5 天 或 延 后 5 天 采取 严格 的 预防 措施 的 情况 比较 
如 图 3 - 5. 


每 日 新 增 非 典 病例 (人 ) 








图 3-5 隔离 措施 早晚 对 疫情 的 影响 


如 果 卫 生 部 门 延 后 5 天 采取 严格 预防 措施 , 则 日 新 增 病 例 峰 值 为 376 例 ,如 
果 提 前 5 天 , 则 日 新 增 病例 峰值 为 55 例 . 由 此 可 见 日 新 增 病 例 的 峰值 对 采取 严 
格 预防 措施 的 早晚 十 分 敏感 ,采取 的 措施 越 晚 ,疫情 峰值 越 高 ,疫情 周期 越 长 , 这 
对 于 指导 SARS 的 防治 工作 具有 重要 意义 ,卫生 部 门 应 该 在 实际 工作 中 “ 早 发 现 

早 隔离 ,采取 有 效 的 隔离 预防 措施 . 

2 采取 措施 的 力度 对 疫情 的 影响 

预防 措施 力度 8 已 反映 了 卫生 部 门 针 对 疫情 所 采取 干预 的 力度 ,在 这 里 我 
们 分 别 取 8(p ) =0.9,0.7,0.5, 代 入 模型 中 ,计算 结果 如 图 3 -6. 

从 图 中 可 看 出 ,预防 措施 力度 越 弱 ,曲线 的 拖 尾 越 长 ,甚至 会 再 次 出 现 疫情 
小 高 峰 的 现象 . 当 &S(b) =0.5 时 ,曲线 出 现 了 第 二 次 峰值 ,这 表示 如 果 在 疫情 刚 
有 所 下 降 时 ,就 放松 预防 力度 ,疫情 将 会 出 现 反弹 ,引起 第 二 次 疫情 峰值 . 因此 预 
防 措施 力度 一 定 要 持续 ,不 能 看 到 疫情 有 所 缓和 就 放松 警惕 . 

3， 人们 警惕 性 程度 对 疫情 的 影响 

对 于 突 发 性 事件 人 们 有 个 固有 的 警惕 性 程度 ,对 该 固有 警惕 性 程度 取 AL 
=0.1,0.2,0.3 代入 模型 求解 计算 得 结果 如 图 3 -7. 从 图 中 可 看 出 ,固有 警惕 性 
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每 日 新 增 非 典 病例 在 总 人 口中 的 比例 
己 
加 





0 10 2 30 40 5 60 70 8 9 100 
时 间 ( 天 ) 


图 3-6 预防 措施 力度 对 疫情 的 影响 


程度 越 小 ,疫情 曲线 拖 尾 越 长 ,甚至 会 发 生 二 次 高 峰 现象 ,图 中 给 出 了 当 警 惕 程 
度 为 0. 1 时 ,就 出 现 了 二 次 疫情 高 峰 , 因此 ,卫生 部 门 应 号 召 群众 要 戒除 果 习 , 改 
变 生 活 习惯 ,提高 防范 意识 ,就 是 为 了 使 加 有 警惕 性 程度 增强 ,这样 不 仅 可 以 使 
疫情 不 出 现 二 次 峰值 ,而 且 可 以 使 疫情 周期 缩短 ,这 也 说 明 卫生 部 门 加 强 该 项 措 
施 对 控制 疫情 是 非常 有 效 的 . 


X10” 
1.4 


一 


每 日 新 增 非典 病例 在 总 人 口中 的 比例 
己 





0 10 20 30 ”40 


50 .60 . 
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3 -7 警惕 性 程度 对 疫情 的 影响 
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3.5 ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案 例 


(1) 药物 在 体内 的 分 布 与 排除 问题 一 一 文献 [1] :132 一 137 

《2) 传染 病 问题 一 一 文献 [2] :120 一 147 

(3) 地 中 海 鳌 鱼 问 题 一 一 文献 [4] :92 一 97 

(4) 作战 问题 一 一 文献 [5] :122 一 144 

《5) 人 口 预测 与 控制 问题 一 一 文献 [6] :27 一 301 
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在 实际 中 ,许多 问题 所 研究 的 变量 都 是 离散 的 形式 ,所 建立 的 数学 模型 也 是 
离散 的 ,譬如 , 像 政治 、 经 济 和 社会 等 领域 中 的 实际 问题 有些 时 候 ,即使 所 建立 
的 数学 模型 是 连续 形式 ,例如 像 常见 的 微分 方程 模型 .积分 方程 模型 等 等 ,但 是 ， 
往往 都 需要 用 计算 机 求 数值 解 . 这 就 需要 将 连续 变量 在 一 定 的 条 件 下 进行 离散 
化 ,从 而 将 连续 型 模型 转化 为 离散 型 模型 ,因此 ,最 后 都 归结 为 求解 离散 形式 的 
差分 方程 解 的 问题 . 关于 差分 方程 理论 和 求解 方法 在 数学 建 模 和 解决 实际 问题 
的 过 程 中 起 着 重要 作用 . 

下 面 就 不 同类 型 的 差分 方程 进行 讨论 , 所 谓 的 差分 方程 是 指 : 对 于 一 个 数列 
fx,} ,把 数列 中 的 前 ”+1 项 xs (i=0,1,2,…,a) 关 联 起 来 所 得 到 的 方程 . 


站 4. 1 常 系数 线性 差分 方程 


4.1.1 常 系数 线性 齐 次 差分 方程 
常 系数 线性 齐 次 差分 方程 的 一 般 形式 为 


x+aX +axX +，+aX = 0， (4. 1) 
用 1 ~ 2…n-2 下 ”下 一 大 


其 中 下 为 差分 方程 的 阶 数 ,oa (= 1,2,…,) 为 差分 方程 的 系数 , 且 由 天 0( 丰 < 
z). 对 应 的 代数 方程 
人 +OA ah + +a =0 (4.2) 
称 为 差分 方程 (4. 1 ) 的 特征 方程 ,其 特征 方程 的 根 称 为 特征 根 . 
常 系数 线性 齐 次 差分 方程 的 解 主要 是 由 相应 的 特征 根 的 不 同情 况 有 不 同 的 
形式 . 下 面 分 别 就 特征 根 为 单 根 . 重 根 和 复 根 的 情况 给 出 差分 方程 解 的 形式 . 
1 特征 根 为 单 根 
设 差分 方程 44. 1) 有 天 个 单 特征 根 AAA, 则 差分 方程 (4. 1) 的 通 解 为 
Mn = CIAL + CoA2 十 二 CAk 
其 中 cc ，…cx 为 任意 常数 , 且 当 给 定 初始 条 件 
Xi =w%0 (= 1)2j) (4.3) 
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时 ,可 以 惟一 确定 一 个 特 解 . 
2 特征 根 为 重 根 
设 差分 方程 (4. 1) 有 ! 个 相 异 的 特征 根 A,A:，…,Ai(1<L<k), 重 数 分 别 为 


ml ,722 0 且 名 mm 二 必 , 则 差分 方程 (4. 1) 的 通 解 为 


%。= Yan 十 了 Ca AY 十 十 cum AT 
同样 的 ,由 给 定 的 初始 条 件 (4. 3) 可 以 惟一 确定 一 个 特 解 ， 
3， 特征 根 为 复 根 
设 差分 方程 (4.1) 有 一 对 共 氏 复 根 A,A; = a 土 池 和 相 异 的 上 大- 2 个 单 根 
As ,A4… Ai 则 差分 方程 的 通 解 为 
MX，= Clp*oos ng + czp"sin nnO + c3A3 十 C4A4 十 十 cuAt， 


其 中 p = Vo +B,b =arctan 六 
Q 


同样 由 给 定 的 初始 条 件 (4.3) 可 以 惟一 确定 一 个 特 解 ， 
另外 ,对 于 有 多 个 共 罗 复 根 和 相 异 实 根 ,或 共 和 复 根 和 重 根 的 情况 ,都 可 以 
类 侯 地 给 出 差分 方程 解 的 形式 . 


4.12 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 
常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 的 一 般 形 式 为 


X +aX +axX + +a% ki = 所 7)， (4.4) 
其 中 由 为 差分 方程 的 阶 数 ,ao，( = 1,2,…,#) 为 差分 方程 的 系数 ,or 天 0( 生 nm) ， 
所 nm) 为 已 知 函 数 ， 
在 差分 方程 (4.4) 中 , 令 所 mn) =0, 所 得 方程 
X +oX +aX + 和 +aix = 0 (4.5) 


称 为 非 齐 次 差分 方程 (4.4) 对 应 的 齐 次 差分 方程 , 即 与 差分 方程 (4. 1 ) 的 形式 
相同 . 

求解 非 齐 次 差分 方程 通 解 的 一 般 方法 为 

首先 求 对 应 的 齐 次 关 分 方程 (4.5) 的 通 解 x,， ,然后 求 非 齐 次 差分 方程 
(4.4) 的 一 个 特 解 入 ”, 则 

X。，= %， 十 到 人 

为 非 齐 次 差分 方程 (4.4) 的 通 解 . 

关于 求 *” 的 方法 同 求 关 分 方程 (4.1) 的 方法 相同 . 对 于 求 非 齐 次 方程 
(4.4) 的 特 解 x"” 的 方法 ,可 以 用 观察 法 确定 ,也 可 以 根据 所 ”) 的 特性 用 待定 系 
数 法 确定 ,具体 方法 可 参照 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 求 特 解 的 方法 . 
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叶 4. 2 差分 方程 的 平衡 点 及 其 稳定 性 


一 般 说 来 ,差分 方程 的 求解 是 困难 的 ,实际 中 往往 不 需要 求 出 差分 方程 的 一 
般 解 ,而 只 需要 研究 它 的 平衡 点 及 其 稳定 性 即 可 ， 


4.2.1 一 阶 线性 常 系 数 差分 方程 


一 阶 线性 常 系数 差分 方程 的 一 般 形 式 为 
x+aX = 8 =0,1,2，,， 
其 中 ao 必 为 常数 ， 人 不 妨 记 为 和 
如 果 lim wx =x”, 则 称 平衡 点 *“" 是 稳定 的 ,否则 是 不 稳定 的 . 
为 了 便于 研究 平衡 点 x "的 稳定 性 问题 ,一 般 将 其 转化 为 求 方程 mw, + ax =0 
的 平衡 点 x”=0 的 稳定 性 问题 . 事实 上 ,由 
xi + ax = 0 
可 以 解 得 
和 元 (- C) *xo ， 


于 是 *”=0 是 稳定 的 平衡 点 的 充 要 条 件 是 :lal <1. 


4.2.2 一 阶 线性 常 系数 差分 方程 组 


一 阶 线性 常 系数 齐 次 差分 方程 组 的 一 般 形 式 为 
xz(E+1) +hr(E) = 0 = 0,12…， 
其 中 x(z) 为 于 维 向 量 ,4 为 地 xz 阶 常数 矩阵 ， 
它 的 平衡 点 xz”=0 是 稳定 的 充 要 条 件 是 4 的 所 有 特征 根 都 有 1A1<1I 《i 
=1 ,2 ，……),]])). 
对 于 一 阶 线性 常 系数 非 齐 次 差分 方程 组 
x(E+1) +hr(E) = 盏 大 = 0,1.2，… 
的 情况 同样 给 出 - 


4. 2.3 ”二 阶 线性 常 系数 差分 方程 
二 阶 线性 常 系数 齐 次 差分 方程 的 一 般 形 式 为 


YX6+2 十 CIMXK+1 十 Ca 和 二 0 ,天 二 0,1,2，…， 
其 中 o ,as 为 常数 ,其 平衡 点 x”=0 是 稳定 的 充 要 条 件 是 特征 方程 M + aiA +oa = 
0 的 根 A,,A， 满足 LA <1,1A;1 <1. 
对 于 一 般 的 xs + axisi+axi = 的 平衡 点 的 稳定 性 问题 同样 给 出 . 类 似 
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地 ,也 可 直接 推广 到 ” 阶 线性 差分 方程 的 情况 . 


4.2.4 一 阶 非 线性 差分 方程 


一 阶 非 线性 差分 方程 的 一 般 形 式 为 
Mi = 所 xi) 下 =0,1,2,…， 
其 中 ,为 已 知 画 数 ,其 平衡 点 定义 为 方程 *= 扩 xx) 的 解 %. 
事实 上 ,将 态 x) 在 * ”处 作 一 阶 的 泰勒 展开 有 
it jx ) (zh 4) + )， 
则 * ”也 是 一 阶 线性 差分 方程 mw, =P(z  )(x -和 ) +Kxy) 的 平衡 点 ,故此 , 平 
衡 点 * 稳定 的 充 要 条 件 是 IP(x ” )1 <1， 


‖4. 3 ”连续 模型 的 差分 方法 


4. 3.1 微分 的 差分 方法 


已 知 妃 %) 在 点 % 处 的 函数 值 成 思 ) ( 开 =0,1， +1), 且 @=xo<oi<… 
< Mn+l = , 试 求 一 数 的 导数 值 P(x，) (有 =12，…,)， 
根据 导数 的 定义 ,用 差 商 代替 微 商 , 则 有 下 面 的 差分 公式 , 


向 前 差 : ， 
(ai) 人 人 = 1,2，m)， 

向 后 差 ; 
(xz ) 人 (8 = 1,.2，… ,mn) ， 

中 心 差 : 本 
Poz) 大 ze) 一刀 -1) 0 


4.3.2 定 积分 的 差分 方法 

已 知 函数 所 *) 在 点 x% 处 的 函数 值 Kxs) (上 = 0,1,…,n), 且 在 [a,b] 上 可 
凡 , 试 求 本 数 在 [a,] 上 的 积分 值 | 7 z) dv 

根据 定 积分 的 定义 , 则 有 一 般 的 求 积 公式 


[Kadz ~ 习 4(xi)， 
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其 中 4 为 求 积 系数 , 它 与 和 的 选取 方法 有 关 . 取 不 同 的 求 积 系数 ,可 以 得 不 同 
的 求 积 公 式 . 


对 于 等 虐 节 点 四 =a+ 肌 (上 =0,1，…n) ,其 中 步 长 有 = 


则 有 如 下 的 求 积 公式 . 
(1) 复 化 矩形 公式 : 


[Kaoax 一 ) 立 咱 。 + ( 记 到] 训 . 
(2) 复 化 梯形 公式 : 
[Koas ~ 守 开 [PFCx,) +xi)] 





= 过 [Ka) +2 呈 Nm) +AD) ]. 
(3) 复 化 辛普森 (Simpson) 公 邢 ， 
fau -人 六 [Ko +4r(s) +Ke] 


-和 [Ha) +4( +2 立 7 +7b) ] ， 


其 中 心 , = 去 (sa + 和 us) 为 子 区 间 [xivsisi] (4=0,1,… 浊 -1 的 中 点 
(4) 复 化 柯 特 斯 ( Cotes) 公式 : 
[ao ~ 站 [7Xa) +32 瑟 /(s + 12 立 /( xy | 
+32 立 ja + 12 卫 aa) +?7Hb) ] ， 


+ 全 


其 中 %， 上 1 9 和 为 子 区 间 [xsyzrsi] (t=0,1,… 和 器-1) 中 的 四 等 分 所 ， 


下 + 本 下 十 


4.3.3 常 微 分 方程 的 差分 方法 


1. 一 阶 常 微分 方程 的 差分 方法 
设 一 阶 常 微分 方程 的 定 解 问题 为 
人 y” = 所 xy7)， 
y(xo) = yo， 

其 中 函数 Kx,y) 关 于 y 满足 李 普 希 兹 条 件 , 即 保证 问题 (4. 6) 解 的 存在 惟一 性 ， 

现在 的 问题 是 求 方程 (4. 6) 在 一 系列 节点 < 和 <…<x<… 处 的 近似 数 
值 解 y ,7 ,…,7，… 不 妨 假设 步 长 为 六 =xv -和 为 常数 . 在 此 ,我 们 根据 微分 
的 差分 方法 , 即 用 差 商 来 近似 代替 微 商 , 再 利用 “ 步 进 式 " 方 法 ,可 以 给 出 求解 问 


(4.6) 
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题 (4.6) 的 差分 方法 . 
(1) 单 步 欧 拉 (Euler) 公式 
7Cxns1) -y(Cxn)》 ， > 
用 郑 商 一 近似 代替 7 (zx ) =x,y(z)) 中 的 导数 , 则 可 得 差 
分 公式 
yn+l = y。， + RARCxy，) ， 邢 = 0,1,2,…， 
其 精度 为 0( 乱 ) 阶 的 . 
(2) 两 步 欧 拉 公式 
Y(Cxstl) -yx -10) 机 
用 郑 商 一 5 近似 代替 7 (2 ) =Fxy(x)) 中 的 导数 , 则 可 得 
差分 公式 
ynl 二 yn-l + 2AFx sy) ， 用 三 1 ,2 ，…， 
两 步 法 需要 用 到 前 两 步 的 信息 ,一 般 不 能 自行 起 步 , 需 先 用 单 步 法 求 出 ” . 其 精 


” 度 是 CO(A ) 阶 的 . 


《3) 梯形 公式 
对 于 方程 y = 大 x,y) 的 两 边 在 [xx,*i] 上 求 积分 得 


y(cs) = y(m) + 人 ssy(e))dz 
利用 积分 的 差分 方法 中 梯形 公 式 求解 积分 
三 Asoy(oD)az = 在 UGesy(a)) TsssytnsD) 
则 
y(zsa) ~ (ao) + 于 [sy(m)) +7assy(zasD )]， 
离散 化 即 可 得 到 微分 方程 的 梯形 差分 公 式 
7 = 加 [Ke ) + ] nm = 0.1.2 


这 是 一 个 隐 式 格式 ,计算 量 较 大 ,一般 不 单独 使 用 . 其 精度 也 是 O( 大 ) 阶 的 . 
《4) 改进 的 欧 拉 公式 
由 于 单 步 欧 拉 公 式 精 度 低 ,但 计算 量 小 ;矩形 公式 精度 高 ,但 计算 量 大 ,为 此 
我 们 综合 运用 这 两 种 方法 就 可 以 得 到 改进 的 欧 拉 公式 ,其 精度 为 0( 铺 ) 阶 的 . 
预报 : 7 = +RKz 思 )，P=0,1，…. 


校正 : 7 = 思 + 和 [Fe ) + 胞 mo)]，m=0,1， 


或 写成 平均 化 形式 : 
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7y，= y。，+ RARCx。y。) ， 
y。 = 思 + RARxsisyp)， 
1 
yn+l 二 (yp + ye) ， P = 0,1,2，… 
(5) 龙 格 -~ 库 塔 (Runge - Kutta) 法 
龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 : 


对 于 微分 方程 的 定 解 问题 (4.6) ,考虑 差 商 


(Lagrange) 微 分 中 值 定 理 可 得 
7Y(xnii) = YY(zo) +jy (ES) = yz ) + RE7(E) ) xz < 和 < wo 
记 了 ”=Ae,y(E) ) , 称 为 [xx 上 的 平均 变化 率 , 则 y(x:) =Y(xzn) +AY ， 
现在 的 问题 只 要 寻找 一 种 计算 上 的 方法 . 
如 果 取 了 = 所 xy,) = 六 , 则 就 是 欧 拉 公 式 . 


如 果 取 六 ~ 于 [Kssy,) +FCxssisyss)] = 号, 则 相应 的 就 是 改进 的 欧 拉 
公式 . 
现在 ,我 们 取 严 个 点 (2 + ahy +Bh) E [zxssi] (=1,2,…,mm) ,用 太 
在 这 疾 个 点 的 函数 值 的 加 权 平 均 作为 Y" 的 近似 值 , 即 
六 ~ 了 wa + ah + 有 
其 中 心 为 权 系数 . 风 有 
Jo = yn 十 h 开 wj + ay + Bi) ， (4.7) 


其 中 aiB wu; 为 待定 系数 . 

实际 中 ,适当 选择 w;,B,,zwi, 使 得 公式 有 更 高 的 精度 ,这 就 是 龙 格 - 库 塔 方 
法 的 思想 ， 

二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 : 

在 [zx ] 内 取 中 点 和 
(4.7) 式 得 到 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 ,其 精度 为 0( 亡 ) 阶 . 


yl = y。 十 忆 J2 ， 


yY(%nsi) -YY(Cx%n) 


: ,根据 拉 格 朗 日 


-x+ 本, 则 可 取 w =0,ms =1,w=B= 了 代 人 


到 = 所 x。,y，) ， 用 = 0.1.2,…. 
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三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 : 
在 [xz +i] 内 任 取 二 点 xi =xr +PRxiy =x+g(O<p<gsl), 类 似 的 
方法 可 以 得 到 三 阶 的 龙 格 - 库 塔 公式 
yl 三 yn + 去 ( 世 +4z22 + 及)， 
六 = 所 xy，)， 


四 “ 至 国 + 到 四 ， 
史 =7xs +Aiys + 有 -区 +2 芒 ))， 
其 精度 是 0( 必 ) 阶 的 ,常用 的 是 三 阶 的 情况 . 
四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 ; 
类 似 的 方法 可 以 得 到 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 ,其 精度 是 0( 情 ) 阶 的 ， 


yx1 二 yn + 去 ( 世 +2 世 +27 + 也)， 


到 = 所 wy ) ， 
了 = 咱 , + 六 + 公 世 )， m = 0,1,2,…. 


疙 = 几 *， + 这 沪 + 却 蕊 )， 


2 = xl ?yn 十 彤 2 ) 9 
2. 一 阶 常 微分 方程 组 的 差分 方法 
将 前 面 的 单个 方程 中 的 变量 和 函数 视 为 向 量 ,相应 的 差分 方法 即 可 用 于 由 
多 个 方程 组 成 的 一 阶 方程 组 的 情形 , 
对 于 二 个 方程 的 方程 组 
yY” = xy)z) ,y(xo) = yo， 
| (4.8) 


2 = gxy;,z)，z(xo) = 20， 
设 以 yz 表示 函数 在 节点 x。=x + 砚 , m=1,2,… 上 的 近似 解 , 则 有 改进 的 欧 
拉 公 式 : 
的 三 :和 +RACx yz ) 9 
珊 报 : -te 


及 二 总 
yo = 加 二 本 [所 osyosozn) + 扩 xi1yyi1y21)]， 
校正 : 





天 过 国 
Zr+1l 三 和 nr + 证 [gE(xosyoyzn) +E(Cxnil 5 Jan+1 ;zs1)] 9 
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四 阶 龙 格 - 库 堪 公式 : 


yn 三 了。 村 + 2 了 + 2 十 也 ) ， 


6 

m=0,1,2,…， 

区 7 + 二 (2 +27, +2Z7; + 24)， 

其 中 

商 = (xy zu ) ， 

Z， = gS(xy2zn) ， 

冀 = 才 x + 半生 + Zi] ， 

7 三 

2 ex + 本 + 款 2， 
凡 = 0,1，,2，…， 


几 及 玫 
了 = 川 x， + + 本 22an + 寺 2,)， 


天 用 玉 
Za 二 e( x， 中 yn 十 万 2，a 十 元 2 ， 


了 = 所 xl 5] 十 卢 六 3 ?2n 十 疡 23 ) 9 
2Z4 二 ECXnr1yyn 十 疡 了 3 ，zn 十 jZ3 ) ， 


其 他 的 公式 也 都 可 以 类 似 得 到 , 即 相当 于 同时 求解 多 个 一 阶 方程 ,从 方法 上 
没有 本 质 的 差别 , 

3. 高 阶 常 微分 方程 的 差分 方法 

对 于 某 些 高 阶 方法 的 定 解 问题 ,原则 上 可 以 转化 为 一 阶 方程 组 来 求解 . 璧 
如 ,对 于 如 下 的 二 阶 微分 方程 的 定 解 问题 


y” = 所 zy)Y )， 
yY(xo) = yo,y (xzo) = Yo， 
若 令 z=y', 则 可 化 为 一 阶 方程 组 的 定 解 问题 
z ”= 岂 x yz) ， 
y” = z， (4.9) 


Y(xo) = yojz(xo) = Yo， 
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实际 上 ,(4.9) 式 可 以 视 为 (4.8) 式 的 特例 ,类 似 地 可 以 得 到 相应 的 求解 关 


分 公式 . 
4.4 最 优 捕 鱼 问题 


4.4.1 问题 的 提出 


假设 乌 鱼 可 分 为 4 个 年 龄 组 : 称 1.2.3、4 龄 鱼 . 各 年 龄 组 每 条 鱼 的 平均 重量 
分 别 为 5. 07 ,11. 55 ,17. 86 ,22. 99(g); 各 年 龄 组 鱼 的 自然 死亡 率 均 为 0.8(17 
年 ); 这 种 鱼 为 季节 性 集中 产 卵 繁殖 , 产 卵 弛 化 期 为 每 年 的 最 后 4 个 月 ,平均 每 
条 4 龄 鱼 的 产 卵 量 为 1. 109 x 10 (个 ) ,3 龄 鱼 的 产 卵 量 为 这 个 数 的 一 半 ,2 龄 和 : 
1 龄 鱼 不 产 卵 . 卵 孵化 并 成 活 为 1 龄 鱼 ,成活 率 (1 龄 鱼 条 数 与 产 卵 量 =” 之 比 ) 
为 1.22 x102 1 
1.22 x102 + 
渔业 部 门 规定 ,每 年 只 允许 在 产 卵 旺 化 期 前 的 8 个 月 内 进行 捕捞 作业 . 如 果 
每 年 投入 的 捕捞 能 力 固 定 不 变 , 即 固定 努力 量 捕捞 ,这 时 单位 时 间 捕捞 量 将 与 各 


钙 具 组 科 玫 旬 儿 只 二 LO ELP 全角 Jfr 证 二 ce 7 kt 到 af rm 1 ea mct 由 也 
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续 表 
日 期 7.5 7.6 7.9 7. 10 





时 间 旨 8:00 |20:00| 8:;00 20:00| 8， 


: 8 :00 证 人 :00 
EECIEIEIEEEIES 
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306 800300 000271 400231 000160 000111 000| 91 000 | 54 000 |45 500 |30 000| 8 000 | 4 500 


函数 7 = S(x) 所 满足 的 条 件 为 
(1) S(x) = 思 ，7=0,1,2，…,23; 





























ya2 一 
(2) y4 =S' (xzo) 关 一 一 





y23 一 
=56 400,y0 =S0z) 一 -2 2- 





= -3 $00. 
X2 二 3 MX23 一 22 
取 $(*) 的 三 次 B 样 条 函数 一 一 般 形式 为 
S(X) = Zool( 拓 二 - 川 ， 
其 中 co (1 = -1,0,1,…,24) 为 待定 常数 ,=1. 在 这 里 
1 3 从 2 
本 1x1 一 区 + 了 121s1， 
- 末 1 二 -2121+ 了 ,1 <1x1<2， 
0,1x1>22， 
且 易 知 
卫 ,z = 0， 0,x = 0， 
和 站 到 下 训 , 和 
0,1x1z>2 0,1x1>z2>2. 


根据 B 样 条 函数 的 性 质 ,S"(x) 在 [xo,xz ] 上 连续 , 则 有 
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yY ”= SCxz) = 之 505(z -ao -六 
由 插值 条 件 (1) ,(2) 可 得 到 下 列 方程 组 


SCxi) = 》 co02(i - 门 = yi 7=0,1,2,…,23， 
= -1 


24 


S (xzo) = 2o05(- 门 = 7 


1 
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S (xza) = >》 er024(23 - 旋 = Yy2， 
1 


产 - 





5.5 黄河 小 浪 底 调 水 调 沙 问题 | 合 
即 
cl +4c+cl =6r， =0,1,2,…，,23， 
-cc +cl =27y0， 
-ca + ca4 = 2723， 
将 ec- 1=cl-27y0,c4 = ca +272 代 人 前 24 个 方程 中 的 第 一 一 个 和 最 后 一 个 ， 
便 可 得 到 方程 组 4C = 不 ,其 中 


4 2 co 
1 4 1 Ci 
2 1 册 1 ec =- C2 
1 1 C22 

4-24x24 


6yo。 + 2y。 458 400 


67 684 000 

67y， 000 | 
67，， 48 000 
67y23 一 27Y 23 34 000 


显然 4 为 满 秩 阵 ,方程 组 4C = 下 一 定 有 解 , 用 消 元 法 求解 可 得 问题 的 解 为 
,= 56 044.398 3， ce = 117 111.203 4， ec，= 159 510.788 2， 


CS 


，= 189 845. 643 9， ec = 203 106.636 1， ef = 239 727.811 8， 
cy = 249 182.116 8， co = 263 5$43.721 1， cy = 287 842. 998 9， 
cy， = 302 284.283 2， cn 


317 419. 868 4， ei， 


304 836. 243 1 ， 


人 
Sb 
山 


307 635. 159 3， ec， 


305 423. 119 6， c，= 270 672. 362 2， 


240 287.4314， cy = 154 177.912 0， ev 


103 000. 920 4， 


99 818.40602， cl = 43 725. 454 7 ， 


49 279.775 0， 


C20 


c = 32 155.445 2， c， = 2 098.444 2， ”ec， = 7 450.777 9， 


c， =cel-2y7 =4311.203 4,c，= cy +27y0 = - 450.777 9. 
将 (= -1;0,1，…)24) 代 入 
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y = SCx) = 2 cf0(x -1 工 - 靖 ， (S. 20) 


即 得 排 沙 量 的 变化 规律 . 由 (5. 19) 式 和 (5. 20) 式 可 得 到 第 守 时 间 段 (12 小 时 为 
一 段 ) 内 ,任意 时 刻 上 E[0,12] 的 排 沙 量 , 则 总 的 排 沙 量 为 


24 284 24 _ 
区 = | SCxz)qx = 记 524 -1 工 -7db 


经 计算 可 得 了 Y=1.844 xl10' t, 即 从 6 月 29 日 至 7 月 10 日 小 浪 底 水 库 排 沙 总 量 
大 约 为 1 844 亿 t, 此 与 媒体 报道 的 排 沙 量 基本 相符 . 

对 于 问题 (2) ,研究 排 沙 量 与 水 量 的 关系 ,从 试验 数据 可 以 看 出 ,开始 排 沙 
量 是 随 着 水 流量 的 增加 而 增长 ,而 后 是 随 着 水 流量 的 减少 而 减少 . 显然 ,变化 规 
律 并 非 是 线性 的 关系 ,为 此 ,把 问题 分 为 两 部 分 ,从 开始 水 流量 增加 到 最 大 值 
2 720 m /s( 即 增长 的 过 程 ) 为 第 一 阶段 ,从 水 流量 的 最 大 值 到 结束 为 第 二 阶段 ， 
分 别 来 研究 水 流量 与 排 沙 量 的 关系 . 具体 数据 如 表 5 -3 和 5 -4. 

表 5-3 第 一 阶段 试验 观测 数据 
单位 : 水 流 为 m /se, 含 沙 量 为 kgjm 


| 必 攻 本 轩 区 入 了 天 攻 抽 区 居 区 十 陋 于 汪 
， |1800|11900|12100|2200|2300|2400|2500|2600|2650|2700|1272 
i 22| | 75| 85| 90| 98| 100| 102| 1 112| 11 
表 5-4 第 二 阶段 试验 观测 数据 
单位 : 水 流 为 mm /s, 含 沙 量 为 kg/m' 


序号 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 


水 流 


量 2 65$012 600 12 50012 30012 20012 00011 85011 82011 800 11 750j1 $0011 000| 900 
和 

一 -一 十 -十 一 十 一 
含 沙 


量 116| 118| 120| 118| 105 80 60 S0 40 32 20 8 5 
和 










0 








] 





















































对 于 第 一 阶段 ,由 表 5 -3 用 MATLAB 作 图 (如 图 5 -3) 可 以 看 出 其 变化 趋 
势 ,我 们 用 多 项 式 作 最 小 二 乘 拟 合 . 
设 拟 合 函 数 为 
%(z) = 卫 aix， 
确定 待定 常数 CQ (5 =0,! 5 了) 使 得 
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图 5-3 第 一 阶 水 流量 与 排 沙 量 的 关系 
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二 [b(x;) 全 [ QUXz 一 


了 
1=1 =0 


有 最 小 值 . 于 是 可 以 得 到 正规 方程 组 为 


> ( ( 开 z) w = 2 和 = 0,1,2,… ,7 


7=0 = 


当 =3 时 , 即 取 三 次 多 项 式 拟 合 , 则 


1 
忆 村 大 十 2 下 +3 下 
(四 的 + ( 互 区 Jo +( 袜 车 aa + (车 )o = 旺 r， 
j = 0,1,2,3， 


求解 可 得 oo = -2 492.9318,a =3.1784,a = -1.3172x10-3,o, =1.8423x 
10 

于 是 可 得 拟 合 多 项 式 为 由 (*) = ao +ax + ax + ws, 最 小 误 善 为 9 = 
72. 847 , 拟 合 效果 如 图 5 - 4. 

类 似 地 , 当 严 =4 时 , 即 取 四 次 多 项 式 拟 合 , 则 正规 方程 组 为 


11 11 ]1 ， 
( 马 dm +( 袜 人 Jo +( 立 dtr( 富 )a 
= 1= is=1 | 


11 11 
+ (xi )o4 = 壮 7 扩 = 0,1.2.3 ,4. 
基 王 寺 1 = 
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图 53-4 三 次 拟 合 效果 , 带 * 号 的 为 拟 合 曲线 
求解 可 得 
ao =-7434.6557,o = 12.062 4,o = -7.2626 x 10”， 
al = 1.94 x10,a =-1.9312x10-2， 
于 是 可 得 拟 合 多 项 式 为 bi (x) = ao + ax + ax +ax +oax ,最 小 误 善 为 8 = 
66. 102 , 拟 合 效果 如 图 5 - 5. 
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图 5-5 四 次 拟 合 效果 , 带 * 号 的 为 拟 合 曲线 








5.5 黄河 小 浪 底 调 水 调 沙 问题 四 


从 上 面 的 三 次 多 项 式 拟 合 和 四 次 多 项 式 拟 合 效果 来 看 ,差别 不 大 . 基本 可 以 
看 出 排 沙 量 与 水 流量 的 关系 


对 于 第 二 阶段 ,由 表 5-4 可 以 类 似 地 处 理 . 我 们 用 线性 最 小 二 乘法 作 三 次 


和 四 次 多 项 式 拟 合 . 拟 合 效果 如 图 5 -6 和 图 5 -7, 最 小 误差 分 别 为 3 = 459. 5 
和 SS =236. 1. 


从 拟 合 效果 来 看 ,显然 四 次 多 项 式 拟 合 要 比 三 次 多 项 式 拟 合 好 得 多 
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图 5-6 第 二 段 三 次 多 项 式 拟 合 效 果 
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图 5-7 第 二 段 四 次 多 项 式 拟 合 效果 
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E 光 2 层次 分 析 方 法 


层次 分 析 (Analytic Hierarchy Process , 简 记 AHP) 是 一 种 定性 和 定量 相 结合 
的 、 系 统 化 的 .层次 化 的 分 析 方法 . 它 是 将 半 定 性 、, 半 定量 问题 转化 为 定量 问题 的 
行 之 有 效 的 一 种 方法 ,使 人 们 的 思维 过 程 层 次 化 . 通过 逐 层 比 较 多 种 关联 因素 来 
为 分 析 决策 .预测 或 控制 事物 的 发 展 提供 定量 依据 , 它 特别 适用 于 那些 难于 完 
全 用 定量 进行 分 析 的 复杂 问题 ,为 解决 这 类 问题 提供 一 种 简便 实用 的 方法 . 因 
此 , 它 在 计算 、 制 定 计划 资源 分 配 、 排 序 .政策 分 析 、 军 事 管理 、 冲 突 求解 及 决策 
预报 等 领域 都 有 广泛 的 应 用 . 


站 6.1 层次 分 析 的 一 般 方法 


层次 分 析 法 解决 问题 的 基本 思想 与 人 们 对 一 个 多 层次 .多 因素 复杂 的 决策 

问题 的 思维 过 程 基本 一 致 ,最 突出 的 特点 是 分 层 比较 ,综合 优化 . 其 解决 问题 的 
基本 步骤 如 下 : 

(1) 分 析 系 统 中 各 因素 之 间 的 关系 ,建立 系统 的 递 阶层 次 结构 ,一 般 层 次 结 
构 分 为 三 层 ,第 一 层 为 目标 层 , 第 二 层 为 准则 层 , 第 三 层 为 方案 层 ; 

(2) 构造 两 两 比较 矩阵 (判断 抢 阵 ) ,对 于 同一 层次 的 各 因素 关于 上 一 层 中 
某 一 准则 (目标 ) 的 重要 性 进行 两 两 比较 ,构造 出 两 两 比较 的 判断 矩阵 ; 

(3) 由 比较 矩阵 计算 被 比较 因素 对 每 一 准则 的 相对 权重 ,并 进行 判断 矩阵 
的 一 致 性 检验 ; 

(4) 计算 方案 层 对 目标 层 的 组 合 权重 和 组 合 一 致 性 检验 ,并 进行 排序 . 


6.1.1 层次 结构 图 


利用 层次 分 析 法 研究 问题 时 ,首先 要 把 与 问题 有 关 的 各 种 因素 层次 化 ,然后 
构造 出 一 个 树 状 结构 的 层次 结构 模型 , 称 为 层次 结构 图 . 一 般 问题 的 层次 结构 图 
分 为 三 层 , 如 图 6 -1 

最 高 层 为 目标 层 (0) : 问题 决策 的 目标 或 理想 结果 ,只 有 一 个 元 素 . 

中 间 层 为 准则 层 (C) : 包括 为 实现 目标 所 涉及 的 中 间 环 节 各 因素 ,每 一 因 
素 为 一 准则 , 当 准 则 多 于 9 个 时 可 分 为 若干 个 子 层 . 
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图 6-1 层次 结构 图 


最 低层 为 方案 层 (P) ; 方案 层 是 为 实现 目标 而 供 选择 的 各 种 措施 , 即 为 决 
策 方案 . ， 

一 般 说 来 ,各 层次 之 间 的 各 因素 ,有 的 相关 联 , 有 的 不 一 定 相关 联 ;各 层次 的 
因素 个 数 也 未 必 一 定 相同 . 实际 中 , 主要 是 根据 问题 的 性 质 和 各 相关 因素 的 类 别 
来 确定 . 


6.1.2 构造 比较 矩阵 


构造 比较 矩阵 主要 是 通过 比较 同一 层次 上 的 各 因素 对 上 一 层 相 关 因 素 的 影 
响 作 用 . 而 不 是 把 所 有 因素 放 在 一 起 比较 ,即将 同一 层 的 各 因素 进行 两 两 对 比 . 
比较 时 采用 相对 尺度 标准 度量 , 尽 可 能 地 避免 不 同性 质 的 因素 之 间 相 互 比较 的 
困难 . 同时 ,要 尽量 依据 实际 问题 具体 情况 ,减少 由 于 决策 人 主观 因素 对 结果 造 
成 的 影响 ， 

设 要 比较 m 个 因素 CC ,…，,C。 对 上 一 层 (如 目标 层 ) 0 的 影响 程度 , 即 要 
确定 它 在 0 中 所 占 的 比重 . 对 任意 两 个 因素 C, 和 Ci, 用 ay 表示 C, 和 C 对 0 的 
影响 程度 之 比 , 按 1 一 9 的 比例 标 度 来 度量 oj (;7 =1,2,…,m). 于 是 ,可 得 到 两 
两 成 对 比较 矩阵 4 = (ay ),x，, 又 称 为 判断 矩阵 ,显然 


ai > 0,ai = =1 (7 =1,2，……))， 
25 


因此 ,又 称 判 断 矩 阵 为 正 互 反 和 矩阵 . 
比例 标 度 的 确定 : % 取 1 一 9 的 9 个 等 级 ,而 内 取 ay 的 倒数 (如 表 6 -1). 
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表 6-1 比例 标 度 值 
标 度 oy 含义 
C, 与 C) 的 影响 相同 
C; 比 Ci 的 影响 稍 强 
Ci; 比 C) 的 影响 强 
7 C, 比 C; 的 影响 明显 地 强 
C 
C 








, 比 C; 的 影响 绝对 地 强 
,与 C) 的 影响 之 比 在 上 述 两 个 相 邻 等 级 之 间 


C; 与 C) 的 影响 之 比 为 上 面 ay 的 互 反 数 








由 正 互 反 和 矩阵 的 性 质 可 知 , 只 要 确定 4 的 上 (或 下 ) 三 角 的 对 2 二 个 元 素 


即 可 . 在 特殊 情况 下 ,如果 判 断 矩 阵 4 的 元 素 具 有 传递 性 , 即 满足 
QikQ 二 QH (= 上 ,2，…)) 
则 称 4 为 一 致 性 矩阵 ,简称 为 一 致 阵 . 


6.1.3 相对 权重 向 量 确定 


1， 和 法 
取 判 断 矩 阵 ”个 列 向 量 归 一 化 后 的 算术 平均 值 , 近 似 作 为 权重 , 即 





Wi 二 二 工 一 二 ( 卫 1 ,2 ，…，, 丑 ). 
w 
类 似 地 ,也 可 以 对 按 行 求 和 所 得 向 量 作 归 一 化 ,得 到 相应 的 权重 向 量 ， 


2. 求 根 法 (几何 平均 法 ) 
将 4 的 各 列 ( 或 行 ) 向 量 求 几 何平 均 后 归 一 化 ,可 以 近似 作为 权重 , 即 


(Uo 


2 


3.， 特征 根 法 
设想 把 一 大 石头 2 分 成 于 个 小 块 cc ，…，,c, 其 重量 分 别 为 wz ，… 0， 


则 将 块 小 石头 作 两 两 比较 , 记 ce 的 相对 重量 为 wj = 于 (ij = 12,…,n) ,于 
2 
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是 可 得 到 比较 和 矩阵 
2 2b! 201 
1W1 2 
W2 202 202 
和 =|2 2 幼 。 
2， 幼 幼 。 
WII 2W2 2W0。 


显然 ,4 为 一 致 性 正 互 反 和 矩阵 , 记 且 = (mw ,wa ,20) ，, 即 为 权重 向 量 . 且 


4 = 了 负 . (二 , 工 … 二 )， 


2W01 202 2Wn 


则 
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4 多 = 夯 . (二 = 7 全 
201 0 如 ， 


这 表明 多 为 矩阵 4 的 特征 向 量 , 且 = 为 特征 根 . 
事实 上 ,对 于 一 般 的 判断 矩阵 4 有 4 卫 =Auw 卫 ,这 里 As(A 
的 最 大 特征 根 , 殉 为 Auw 对 应 的 特征 向 量 . 


TBX = 风 ) 是 4 


将 印 作 归 一 化 后 可 近似 地 作为 4 的 权重 向 量 ,这 种 方法 称 为 特征 根 法 (这 


是 一 种 最 常用 的 方法 )， 
由 代数 的 知识 可 知 , 如 果 4 为 一 致 的 正 互 反 矩 阵 , 则 有 下 列 性 质 ， 


(1) rank(4) =1, 即 4 的 每 一 行 (或 列 ) 均 为 任 一 指定 行 (或 列 ) 的 整数 倍 ; 


(2) 4 的 最 大 特征 根 为 As =m, 其 余 的 特征 根 均 为 0; 
(3) 若 4 =(o),x 的 最 大 特征 根 As = 对 应 的 特征 向 量 为 
丽 = (zi 2 0 ) 
则 


对 


由 此 可 得 下 面 定理 

定理 6.1 设 盖 阶 方 阵 4>0,Au 为 4 的 最 大 特征 根 , 则 
(1) As >0, 而 且 它 所 对 应 的 特征 向 量 为 正 向 量 ; 

(2) Au 为 4 的 单 特征 根 , 且 Ass> 

(3) Au 对 应 的 特征 向 量 除 差 一 个 常数 因子 外 是 惟一 的 . 


2 ， 
oj = 一 (ij =1,2,…) 有 ). 
人 


定理 6.2 对 阶 正 互 反 抢 阵 4 = (or)。x* 是 一 致 阵 的 充 要 条 件 是 As = 


〈《 略 证 ) 
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6.1.4 一致 性 检验 


通常 情况 下 ,由 实际 得 到 的 判断 符 阵 不 一 定 是 一 致 的 , 即 不 一 定 满足 传递 性 
和 一 致 性 . 实际 中 ,也 不 必要 求 一 致 性 绝对 成 立 , 但 要 求 大 体 上 是 一 致 的 , 即 不 一 
致 的 程度 应 在 容许 的 范围 内 . 主要 考查 以 下 指标 ; 
(1) 一 致 性 指标 : CI = ae 2 
(2) 随机 一 致 性 指标 : R1, 通 常 由 实际 经 验 给 定 的 ,如 表 6 - 2. 
表 6-2 随机 一 致 性 指标 


丸 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Il10 1 1l2 13 14 15 








Ri 0 0 0.58 0.90 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 1.49 1.51 1.54 1,56 1.58 1.59 





(3) 一 致 性 比率 指标 : CR = 怠 , 当 CR <0. 10 时 ,认为 判断 矩阵 的 一 致 性 是 
可 以 接受 的 , 则 As 对 应 的 特征 向 量 可 以 作为 排序 的 权重 向 量 . 此 时 


1 


1 
ou Z 20i 站 元 放 二 


上 ti=1 字 


其 中 (4 栈 ); 表示 4 丈 的 第 守 个 分 量 . 
6.15s 计算 组 合 权重 和 组 合 一 致 性 检验 
1 组 合 权重 向 量 
设 第 对 - 1 层 上 m- 个 元 素 对 总 目标 (最 高 层 ) 的 排序 权重 向 量 为 
全 4 这 《20 0 机 0 记 汪 
第 上 层 上 六 个 元 素 对 上 一 层 ( 第 上 -1 层 ) 上 第 7 个 元 素 的 权重 向 量 为 
人 二 (六 2 本 2 ) 7 一 1 ,2 7 
则 矩阵 
5 
是 几 xm-i 阶 矩阵 ,表示 第 大 层 上 的 元 素 对 第 下 -1 层 各 元 素 的 排序 权 向 量 . 那 
么 第 大 层 上 的 元 素 对 目标 层 (最 高 层 ) 总 排序 权重 向 量 为 
醇 人 9 =PD . 厂 (D = [ 尼 ( , 忆 区 多 ] . 机 4 


一 《 双 ) 《有 ) (5) NT 
=〔〈2W01 102 0 


二 一 上 

(人 (DGk-D 一 

20; = > 201 吕 这 汪 22 大 交 
全 


图] 第 入 章 ， 层 次 分 析 方法 
对 任意 的 上 >2 有 一 般 公式 


全 的 五 ( 且 五 性 -0) ER 三 (3) 本 卫生) (天 > 2) ， 
其 中 丙 ” 是 第 二 层 上 各 元 素 对 目标 层 的 总 排序 向 量 ， 
2 组 合 一致 性 指标 


设 大 层 的 一 致 性 指标 为 Cn” ,CD ” ,…，,C1 ,随机 一 致 性 指标 为 
RRTI ,RE Re ， 
则 第 站 层 对 目标 层 的 (最 高 层 ) 的 组 合 一 至 性 指标 为 

C1 = (C1 01 0C8 )》， 研 和 
组 合 随机 一 致 性 指标 为 

R19 = (〔( 民 1 Re RTO 卫生 
组 合 一 致 性 比率 指标 为 

CR -= CR + CT (> 3)， 
R1 





当 CR <0. 10 时 , 则 认为 整个 层次 的 判断 矩阵 通过 一 致 性 检验 , 


‖6. 2 一 类 选 优 排序 问题 号 


在 任何 一 个 单位 (如 院 校 、 科 研 单位 等 ) 都 有 根据 某 些 条 件 对 所 属 人 员 进 行 
选 优 的 问题 (如 职称 评定 、 选 调职 级 .教学 成 果 奖 、 科 研 成 果 奖 等 ). 为 了 使 选 优 
的 结果 更 合理 \ 更 科学 .更 具有 广泛 的 民主 性 ,我 们 以 某 院 校 选 优 的 实际 问题 为 
背景 来 分 析 研 究 这 一 问题 ， 


6.2.1 问题 的 提出 


设 有 NW(CN >1) 个 参评 对 象 P，(m =1,2,……,N) ,评判 条 件 有 9 个 方面 ,分 别 
记 为 C (FE=1,2,…,9) ,评委 会 由 8 个 部 门 组 成 ,分 别 记 为 C92 (=1,2，…， 
8) ,其 中 C” ,C2” 对 所 有 参评 对 象 的 各 项 条 件 都 有 评判 权 , 并 且 具 有 决定 性 作 
用 ;C;” 对 所 有 参评 对 象 的 条 件 C4 ,C2 和 C9 具有 评判 权 ;C4” 对 所 有 参评 
对 象 的 条 件 C 忆 (3 和 < 和 9) 具有 评判 权 ;C5 ,CC 和 CC 对 部 分 有 关 的 参评 对 
象 的 所 有 条 件 具 有 评判 权 ;C??” 仅 对 有 主要 关系 的 参评 对 象 的 C 和 ,C00 和 C 亿 
具有 评判 权 . 现在 要 解决 的 问题 是 根据 各 评判 员 对 各 参评 对 象 的 评判 结果 综合 
排序 选 优 . 


6.2.2 模型 的 假设 与 分 析 
模型 假设 : 


6.2 ”一 类 选 优 排序 问题 | 伟 


(1) 各 评判 员 按照 业务 主管 部 门 的 统一 制定 的 量化 标准 对 参评 对 象 进行 
评判 ; 

(2) 问题 中 所 确定 的 评判 员 及 权限 是 合理 的 ,并 具有 充分 的 民主 性 ; 

(3) 问题 中 所 确定 的 参评 条 件 能 够 充分 反映 出 参评 对 象 的 真实 水 平 ; 

(4) 各 评判 员 以 参评 对 象 的 量化 打分 都 是 公平 的 ， 

模型 的 分 析 : 

这 是 一 个 一 般 性 .又 有 代表 性 的 选 优 排序 问题 ,鉴于 这 一 问题 所 考虑 的 因素 
较 多 ,需要 在 多 层次 多 因素 中 相互 比较 ,综合 排序 选 优 , 我 们 利用 层次 分 析 法 对 
此 做 出 决策 . 首先 建立 层次 结构 , 共 分 四 层 : 

最 上 层 为 目标 层 (0) :选择 优秀 对 象 ; 

第 二 层 为 准则 工 层 ( C'" ) : 评 优 的 条 件 ,共有 9 个 因素 ,依次 记 为 C5” (上 = 
1,2,，…),9); 

第 三 层 为 准则 工 层 (C2) ) :评判 员 , 共 有 8 个 因素 ,依次 记 为 C"” (= 1,2， 
88) 

第 四 层 为 方案 层 (P) :N(N>2) 个 参评 对 象 , 依 次 记 为 P，(n =1,2，…,N)， 

由 问题 的 条 件 可 知 各 层次 之 间 的 关系 ,C5”(#= 1,2,…,9) 都 与 0 关联 ; 
CC 名，C ，C 包 ,CPP 与 所 有 Ci (=1,2,…,9) 关 联 ;Ci 与 CC2 7 和 
C9 关联 ;C 人 9 与 C 和 (3 和 ES<9) 关 联 ;1C9 与 C 科 ，C 亿 ，C 亿 关联 ;所 有 CPP 
(=1,2,，,8) 与 全 体 参 评 对 象 P，(m= 1,2,，…N) 关 联 , 


6.2.3 模型 的 建 芝 与 求解 


1， 确 定 准则 工 层 ( C4 ) 对 目标 层 (O) 的 权重 ， 

根据 具体 评 优 问题 的 实际 ,充分 考虑 各 项 条 件 Co… 在 评 优 中 所 起 的 作用 的 
大 小 ,构造 出 成 对 比较 矩阵 4 = (ay)s%x9 ,4 是 9 阶 正 互 反 和 抢 阵 . 求 4 的 最 大 特征 
值 及 相应 的 特征 向 量 ,并 对 特征 向 量 作 归 一 化 得 

本，= (zol 20 200 ) 

由 随机 一 致 性 指标 R1 = 1. 45 ,计算 一 致 性 指标 C7 和 一 致 性 比率 指标 
CR -CI , 阁 CR <0.1, 则 说 明 Wu, 可 作为 权 向 量 , 和 否则 要 对 4 的 元 素 进 行 
调整 ， 

2， 确 定 准 则 开 层 (C… ) 对 目标 层 (O) 的 权重 贱 ， 

(1) 求 C 对 C8 的 权重 向 量 邢 ” 

根据 各 评判 员 对 各 项 条 件 C92 评判 的 权威 性 程度 来 确定 相应 的 比较 矩阵 ， 
设 C52 对 C0 的 比较 矩阵 为 妃 = (8 ) (大 =1,2， ,9). 


图 | 第 六 童 ”层次 分 析 方法 

注意 到 如 果 有 户 (1<jm <9) 个 评判 员 对 条 件 C4 不 具有 评判 权 ， 那么 在 构 
造 比 较 和 矩阵 吾 , 时 先 不 考虑 该 评判 员 的 作用 , 即 刀 ， 网 卫生 - 刀 , 求 出 囊 ; 的 
特征 向 量 后 在 相应 位 置 上 补 方 个 0. 

类 似 如 上 的 方法 可 以 求 出 每 个 瑟 , 的 最 大 特征 值 A 吧 与 相应 的 特征 向 量 , 并 
作 一 致 性 检验 ,将 画 的 特征 向 量 作 归 一 化 即 为 C@ 对 CO 的 权重 向 量 , 记 为 

琴 罗 = (0 和 0 由)7 (= 1,2，…,9). (6.1) 

若 某 个 刀 u 不 满足 一 致 性 , 则 需 对 其 进行 调整 ,使 CR <0.1 (1 入 过 9)， 
且 记 C12 = (C12 ，C102) ,CI ) , 玉 7G2) = ( 民 1 7 RN ，，RR72) ) . 

(2) 确定 C2 层 对 0 层 的 权重 厂 ， 


由 (6. 1) 式 得 
001) (2) (9) 
11 Wll 4 
fi) (2) (9) 
丈 ，- 12 12 12 
(1) (2) (9) 
8 WUWI8 0 


计算 页， 多。, 并 作 归 一 化 有 
你 ，= (ny 0 ) 
(3) 组 合 一 致 性 检验 
由 上 可 得 C7 ”= CT ， Wu,R12 = R1，W, 则 组 合 一 致 性 比率 指标 为 
CR 
R17CG) 
若 CR ”<0.1, 则 通过 一 致 性 检验 ,否则 调整 妃 ， 
3， 确定 方案 层 ( 己 ) 对 准则 开 层 (C” ) 的 权重 W， 
假设 各 评判 员 按 统一 的 标准 对 所 有 参评 对 象 的 量化 打分 是 已 知 的 , 设 各 评 
ee (1 和 和) 量化 打分 记 为 矩阵 7 = ( 史 ”)。 (nm = 
…N) , 即 为 参评 对 象 P，(1<n 和 N) 的 分 数 和 矩阵 . 其 中 7 表示 第 ;个 评判 
员 对 书 . 的 第 7 项 条 件 C47) 的 打分 ， 
根据 模型 的 假设 ,由 于 每 项 条 件 C07 (8# =1,2,…,9) 对 0 的 权重 向 量 为 
本 ,于 是 对 所 有 参评 对 象 P， 人 
有 = 了 到 ， = (rr (= 2 N)， 
即 为 参评 对 象 已 , 的 水 平 向 量 , 其 中 r” (1 和 t<8) 表 示 第 上 个 评判 员 对 参评 对 
象 书 的 综合 评价 指标 , 记 民 ， = (mr rt)7 (=1,2,…,8) ,由 此 可 构 
( 廊 
造 方案 己 层 对 C ”比较 矩阵 Di = (dj ) ww, 其 中 do = 由 全 人 
0, 当 ri 关 0 时 


CR = CRO) + 
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J=1;2,…,W) ,而 且 所 有 万, 均 为 一 致 阵 , 于 是 可 知 刀 , 的 最 大 特征 值 5 = N， 
CRP" =0, 其 任 一 列 向 量 都 是 A% 的 特征 向 量 . 将 其 归 一 化 可 得 己 层 对 C4” 层 的 
权重 向 量 . 记 作 
丽 ” = (000 oo ) (= 12 8) 
故 瑟 , = [ 厂 浊 , 卫 2 和 …, 克 人 9 ] 为 方案 已 层 对 准则 下 层 的 权重 , 且 一 致 性 比率 指 
标 为 CRe) -= Y CR -= 0， 


4， 确 定 方案 层 ( 忆 ) 对 目标 层 (O) 的 组 合 权 重 夯 
由 于 C2 对 0 的 权重 古 , 和 尸 对 C2 的 权重 为 故 , ,于 是 已 对 0 的 权重 为 


本 = 卫 ， 有 一 [ 泵 , 儿 2 且 ， 


(6.2) 
= (200 20 20) 
如 果 组 合 一 致 性 比率 指标 为 CR = CR + CR2 + CR <0.1, 则 组 合 权重 
本 可 作为 目标 决策 的 依据 , 


5. 排序 选 优 
由 于 (6.2) 式 中 的 2，(n=1,2,，…N) 是 参评 对 象 局, 对 目标 0 层 的 权重 ， 
即 % 就 表示 参评 对 象 忆 , 的 综合 水 平 指标 , 按 其 大 小 依次 排序 选 优 . 


6.2.4 模型 的 评价 与 应 用 


上 面 我 们 给 出 了 一 般 的 选 优 模型 ,利用 此 模型 可 以 解决 了 实际 中 多 因素 的 
排序 选 优 问题 ,这 种 决策 方法 较 其 他 的 方法 更 具有 公平 合理 性 和 广泛 的 民主 性 ， 
可 有 效 地 排除 人 为 因素 对 选 优 结果 的 影响 为 选拔 优秀 人 才 提 供 了 科学 的 理论 
依据 ,方法 简便 ,可 操作 性 强 , 易 于 实现 ,应 用 价值 高 . 该 模型 虽然 仅 以 由 8 个 评 
判 员 ,9 项 评判 条 件 的 排序 选 优 问题 提出 的 ,但 模型 可 以 直接 推广 到 任何 半 定 量 
和 半 定 性 多 层次 、 多 因素 的 排序 选 优 问题 . 模型 的 应 用 步骤 如 下 : 

(1) 由 业务 主管 部 门 或 领导 机 关 制 定 各 项 条 件 的 量化 标准 ,确定 评判 员 及 
评判 权限 ; 

(2) 组 织 各 评判 员 对 所 有 参评 对 象 的 各 项 条 件 量 化 打分 ,给 出 量化 分 数 矩 
阵 了 ,=(7 )sx (=1)2，V); 

(3) 根据 各 评判 条 件 对 评 优 目标 的 影响 和 各 评判 员 的 权限 及 权威 性 ,合理 
选择 比较 矩阵 4 和 如 (=1,2,…,9) 使 得 更 符合 实际 ; 

(4) 将 分 数 矩 阵 也 输入 计算 机 

($) 由 计算 机 根据 该 模型 提供 的 方法 进行 科学 计算 ,最 后 输出 排序 结果 ; 

(6) 根据 排序 结果 选 出 优秀 者 . 
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重 6.3 ”合理 分 配 住房 问题 避 


6.3.1 问题 的 提出 


许多 单位 都 有 一 套 住房 分 配方 案 ,一 般 是 不 同 的 . 某 院 校 现 行 住房 分 配方 案 
采用 “分 档次 加 积分 "的 方法 ,其 原则 是 :“ 按 职 级 分 档次 , 同 档次 的 按 任职 时 间 
先后 排队 分 配 住房 ,任职 时 间 相 同时 再 考虑 其 他 条 件 ( 如 工龄 .爱人 情况 、 职 称 、 
年 龄 大 小 等 ) 适 当 加 分 ,从 高 分 到 低 分 依次 排队 ”. 我 们 认为 这 种 分 配方 案 仍 存 
在 不 合理 性 ,例如 , 同 档次 的 排队 主要 由 任职 先后 确定 ,任职 早 在 前 ,任职 晚 在 
后 ,即便 是 高 职称 \ 高 学 历 ,或 夫妻 双方 都 在 同一 单位 (干部 或 职工 ) ,甚至 有 的 
为 单位 做 出 过 突出 贡献 ,但 任职 时 间 晚 , 则 也 只 能 排 在 后 面 . 这 种 方案 的 主要 问 
题 是 按 资 排 辈 ,显然 不 能 充分 体现 重视 人 才 ,鼓励 先进 等 政策 , 

根据 民意 测验 ,80% 以 上 的 人 认为 相关 条 件 为 职级 .任职 时 间 (为 任 副 处 的 
时 间 ) 工 龄 、 职 称 ` 爱 人 情况 ,学历 、. 年 上 岭 和 奖励 情况 . 

要 解决 的 问题 是 : 

请 你 按 职级 分 档次 ,在 同 档次 中 综合 考虑 相关 各 项 条 件 给 出 一 种 适用 于 任 
意 W 人 的 合理 分 配 住房 方案 , 用 你 的 方案 根据 表 6 -3 中 的 40 人 情况 给 出 排队 
次 序 ,并 分 析 说 明 你 的 方案 较 原 方案 的 合理 性 ， 

表 6-3 40 个 人 的 基本 情况 及 按 原 方案 排序 


人 员 | 职级 任职 时 间 ”工作 时 间 ”职称 学 历 爱人 情况 出 生年 月 ”奖励 加 分 


已 8 1991.6 1971. 9 中 级 本 科 院外 1954.9 0 
P，| 8 1992.12 1978.2 高 级 “硕士 “院内 职工 1957.3 4 
P，| 8 1992.12 1976. 12 中 级 硕士 院外 1955.3 1 
P，| 8 1992.12 1976. 12 中 级 大 专 院外 1957.11 0 
P，| 8 19%93.1 1974.2 中 级 硕士 院外 1956.10 2 
P， | 8 1993.6 1973. 5 中 级 “大专 院外 1955.10 0 
P，| 8 1993.12 1972. 3 中 级 “大 专 。 院 内 职工 ”1954. 11 0 
P，| 8 1993.12 1977. 10 高 级 “硕士 “院内 干部 “1960.8 3 
P，| 8 1993.12 1972. 12 中 级 “大专 院外 1954.5 0 
Po | 8 1993.12 1974. 8 高 级 “本 科 “院内 职工 ”1956.3 4 
P，| 8 1993.12 1974. 4 中 级 本 科 院外 1956.12 0 
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任职 时 间 
1993. 12 
1993. 12 
1993. 12 
1994. 1 
1994. 
1994. 
1994. 
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续 表 
工作 时 间 “职称 ”学历 爱人 情况 出 生年 月 ”奖励 加 分 
1975. 12 高 级 硕士 院外 1958.3 2 
1975.8 中 级 大 专 院外 1959.1 0 
1975.9 中 级 “本科 院内 职工 1956.7 0 
1978. 10 高 级 “本 科 “院内 干部 “1961.11 5 
1976. 11 高 级 “硕士 “院内 干部 “1958.2 0 
1975. 9 高 级 “本 科 ”院内 职工 “1959.6 1 
1975. 10 高 级 “本 科 ”院内 职工 ”1955. 11 6 
1972. 12 初级 “中 专 院外 1956.1 0 
1974.9 中 级 大专。 院内 职工 “1957.1 0 
1975.2 高 级 硕士 院外 1958.11 2 
1975.9 中 级 “硕士 ”院内 职工 “1957.4 3 
1976.5 中 级 本 科 院外 1957.7 0 
1977. 1 中 级 “本 科 ”院内 干部 ”1960.3 0 
1978. 10 高 级 “硕士 “院内 干部 “1959.5 2 
1977. 5 中 级 “本 科 ”院内 职工 1958.1 0 . 
1978. 10 中 级 “硕士 ”院内 干部 “1963.4 1 
1978.2 中 级 本 科 院外 1960.5 0 
1978. 10 高 级 博士 后 院内 干部 1962. 4 5 
1979.9 中 级 本 科 院外 1962.9 1 
1975. 6 中 级 大专。 院内 干部 1958.7 0 
1977. 10 高 级 “硕士 “院内 干部 1960.8 2 
1978. 7 高 级 博士 后 ”院外 1961. 12 5 
1975.8 高 级 博士 院外 1957.7 2 
1978. 10 高 级 “博士 “院内 干部 1961.4 3 
1978. 10 高 级 “博士 “院内 干部 “1962. 12 6 
1978. 10 中 级 “本 科 ”院内 职工 1962. 12 0 
1979. 10 中 级 “本 科 ”院内 干部 “1963. 12 0 
1979. 10 中 级 “本 科 ”院内 干部 “1961.7 0 
1980.1 高 级 “硕士 “院内 干部 1961.3 4 
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6. 3.2 模型 的 分 析 


由 题 意 可 知 ,该 问题 是 半 定 量 半 定 性 、 多 因素 的 综合 选 优 排序 问题 ,是 一 个 
多 目标 决策 问题 ,我 们 的 主要 利用 层次 分 析 法 对 此 作出 决策 . 

鉴于 原来 按 任职 时 间 先 后 排队 的 方案 可 能 已 被 一 部 分 人 所 接受 ,从 某 种 意 
义 上 讲 也 有 一 定 的 合理 性 . 现在 提出 要 充分 体现 重视 人 才 、 鼓 励 先进 等 政策 ,但 
也 有 必要 照顾 到 原 方案 合理 的 方面 ,如 任职 时 间 、 工 作 时 间 、 年 龄 的 因素 应 重点 
考虑 . 于 是 ,可 以 认为 相关 的 8 项 条 件 在 解决 这 一 问题 中 所 起 的 作用 是 不 同 的 ， 
应 有 轻重 缓急 之 分 . 因此 ,假设 8 项 条 件 所 起 的 作用 依次 为 任职 时 间 、 工 作 时 间 、 
职级 、 职 称 ` 爱 人 情况 学历. 出 生年 月 .奖励 情况 ,这 样 能 够 符合 大 多 数 人 的 利 
益 . 任职 时 间 早 、 工 龄 长 职级 高 ,高 职称 \ 双 职工 ,高 学 历 .年 龄 大 .受奖 多 的 人 员 
都 能 够 得 到 充分 的 体现 . 任何 一 种 条 件 的 优越 ,在 排序 中 都 不 能 是 绝对 的 优越 ， 
需要 的 是 综合 实力 的 优越 ， 

由 上 面 的 分 析 ,首先 将 各 项 条 件 进 行 量化 ,为 了 区 分 各 条 件 中 的 档次 差异 ， 
确定 量化 原则 如 下 : 

任职 时 间 、 工 作 时 间 、 出 生年 月 均 按 每 月 0. 1 分 计算 ;职级 差 为 1 分 ,8 级 
(处 级 ) 算 2 分 ,9 级 ( 副 处 级 ) 算 1 分 ;职称 每 差 一 级 1 分 ,初级 算 1 分 ,中 级 算 2 
分 ,高 级 算 3 分 ;学 历 每 差 一 档 差 1 分 ,中 专 算 1 分 ,大 专 、 本 科 、 硕 士 .博士 .博士 
后 分 别 算 2.3`4`5、.6 分 ;爱人 情况 :院外 算 1 分 ,院内 职工 算 2 分 ,院内 干部 算 3 
分 ;对 原 奖 励 得 分 再 加 1 分 对 40 人 的 量化 分 数 如 表 6 - 4. 

表 6-4 40 人 的 量化 分 数 表 


任职 时 间 | 工 作 时 间 | ”职级 职称 | 爱人 情况 | 学 历 
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郑 
压 
谎 
肯 
奖 
将 
垦 
合 














忆 7 人 (2) T(3) 人 (4) 人 (3) 人 (6) 人 (7) 人 (8) 
-十 和 下 
玫 8. 3 32. 0 2 2 1 3 52. 4 上 
六 6. 5 24. 3 2 下 3 2 4 49.4 5 
es 一 二 |- -一 二 一 一 和 一 一 
1 4 51.8 2 
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| 一 
人 | 
卫 ; 6.4 29. 2 2 1 4 49.9 3 
本 一 上 | 
书 S.9 30. 0 2 2 2 51. 1 1 
| 十 _ | | 一 
忆 .3 31.4 又 隐 2 2 S2.2 T 
人 盖 |: 人 
忆 S.3 24.7 2 3 3 4 45. 3 4 
全 | 十 | | | 
P 5. 3 30,$ 2 2 1 2 S2. 8 1 
| 二 _ | 
己 .3 28. 5 2 3 2 3 50. 6 5 
上 人 加 
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续 表 
站 | 
人 员 | 任职 时 间 | 工 作 时 间 | ”职级 职称 | 爱人 情况 | ”学历 | 出 生年 月 | 奖励 加 分 
己 ， 和 人) 下 人 区 了 9 人 到 7 至 
广 | 
人 5.3 28.9 2 2 1 3 49.7 1 
Pa， 53 | 269 2 3 1 4 48. 2 3 
上 一 | 
Pa 5.3 27.3 2 2 1 由 2 47.2 1 
















































































| 44. 5 4 
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任职 时 间 | 工作 时 间 
站 思 (0) 人 (2) 


.0 


































6.3.3 ”模型 的 假设 


(1) 题 中 所 述 的 相关 的 8 项 条 件 是 合理 的 ,有 关 人 员 均 无 异议 ; 

(2) 8 项 条 件 在 分 房 方 案 中 所 起 的 作用 依次 为 任职 时 间 、 工 作 时 间 、 职 级 、 
职称 .爱人 情况 ,学历 .出 生年 月 、 奖 励 情况 

(3) 每 个 人 的 各 项 条 件 按 统一 原则 均 可 量化 ,而 且 能 够 充分 反映 出 每 个 人 
的 实力 ; 

(4) 在 量化 有 关 任职 时 间 、 工 龄 、 年 龄 时 , 均 计 算 到 1998 年 5 月 . 


6.3.4 模型 的 建立 


1 建立 层次 结构 

问题 的 层次 结构 共 分 三 层 : 第 一 层 为 目标 层 (0) :综合 选 优 排 序 ;第 二 层 为 
准则 层 (C) :相关 条 件 , 共 有 8 个 因素 ,依次 为 任职 时 间 、 工 作 时 间 、 职 级 职称、 
爱人 情况 ,学历 .出 生年 月 、 奖 励 情 况 ,分 别 记 为 ck (=1,2,…,8); 第 三 层 为 方 
案 层 (P) :NWCNWz>2) 个 参评 人 员 ,依次 记 为 P，(m=1,2，…A)， 

2， 确定 准 则 层 (C) 对 目标 层 (O) 的 权重 败 ， 

根据 假设 (2) ,C 层 的 8 个 因素 是 依次 排列 的 ,我 们 可 以 认为 对 决策 目标 的 
影响 程度 也 是 依次 排列 的 , 且 相 邻 两 个 的 影响 程度 之 关 可 以 认为 基本 相等 . 因 
此 ,构造 比较 矩阵 如 下 : 


1[7 1《6 LS 1《4 113 172 
Il/[8 17 16 1 L4 13 172 


1 2 3 4 5 6 7 8 

l[/2 1 2 3 4 5 6 7 

1X3 1l《2 1 2 3 4 5 6 

4 - 1[4 13 1l2 1 2 3 4 5$ 
1《X5 14 13 12 1 2 3 14 

1X6 1 1l《4 1X3 1 1 2 3 

1 2 

1 
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这 是 一 个 8 阶 的 正 互 反 和 矩阵 ,经 计算 求 得 4 的 最 大 特征 值 为 =8.288 28 , 相 


应 的 特征 向 量 作 归 一 化 有 
印 ，= (0.331 315 ,0. 230 66 ,0. 157 235 ,0. 105 903 ,0. 070 935 6 ， 


(6.3) 
0. 047 681 1,0. 032 697 6 ,0.023 562 5) 7 





0 
对 应 的 随机 一 致 性 指标 Rn =1.41, 则 一 致 性 指标 C5 = 盖 0.041 183 ,一 


CD 
致 性 比率 指标 CR， 1 三 宙 六 < 0. 029 208 < 0.1, 于 是 由 作为 5 层 对 0 层 的 权重 


向 量 . 

3. 确定 方案 层 ( 己 ) 对 准则 层 (C ) 的 权重 风 : 

根据 问题 的 条 件 和 模型 的 假设 ,对 每 个 人 各 项 条 件 的 量化 指标 能 够 充分 反 
上 映 出 每 个 人 的 综合 实力 . 由 此 可 以 分 别 构造 已 层 对 准则 C 的 比较 和 矩阵 


有 ，= (〈80 ) ww, 其 中 慷 六 = 9 - (7 = 12 Ni = 1,2 8) (6.4) 
显然 ,所 有 的 Bi ，(=1,2,…,8) 均 为 一 致 阵 , 由 一 致 阵 的 性 质 可 知 ,好 , 的 最 大 
特征 值 A 罗 = N,CRSO =0, 其 任 一 列 向 量 都 是 A 避 的 特征 向 量 , 将 其 归 一 化 可 得 
已 对 C, 的 权重 向 量 , 记 作 

酌 (5 = (zt ， 二 人 0 人 7 (=1,2,…),8)， 
记 
页 ，= 【[ 且 介 丽人 和 丽 生 ] ws (6.5) 


即 为 已 层 对 C 层 的 权重 , 且 一 致 性 比率 指标 为 CR, = 记 CR = 0. 


4， 确 定 方案 层 ( 忆 ) 对 目标 层 (0) 的 组 合 权 重 由 
由 于 C 对 0 的 权重 玖 和 忆 对 C 的 权重 古 , 则 己 对 0 的 权重 为 
本 = 全 . 丽 | = [1 9 丽 和 ] 碘 


(6.6) 
=《201， 12， ,20w) 
其 组 合 一 致 性 比率 指标 为 CR = CR, + CR, ~0.029 208 <0.1, 因 此 ,组 合 权重 歼 
可 作为 目标 决策 的 依据 . 


S， 综合 排序 

由 于 (6.6) 式 中 的 w，(m =1,2,…,N) 是 参评 人 员 P, 对 目标 0 层 的 权重 ， 
即 w, 就 表示 参评 人 忆 , 的 综合 实力 指标 , 按 其 大 小 依次 排序 ,就 可 以 得 到 决策 方 
案 . 

6.3.S 40 人 的 排队 方案 


在 上 面 的 模型 中 , 取 N = 40. 40 个 人 的 8 项 条 件 的 量化 指标 如 表 6 -4, 由 
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〈6.3)、(6.4) 式 经 计算 可 得 已 层 对 C 层 的 权重 抢 阵 ,其 矩阵 的 每 一 列表 示 
本 ,的 一 列 向 量 下 ”, 即 己 层 对 准则 C, 的 权重 向 量 ( = 1,2,…,8)， 
由 (6.5)、(6.6) 和 (6.3) 式 可 得 已 对 0 组 合 权重 为 
砚 = 人 卫 ,了 仙 ) = (201 20 040 ) 
= (0.031 558 7,0. 030 078 2,0. 027 736 2 ,0. 026 742 8 ,0. 028 513 3， 
0. 026 733 2 ,0. 026 969 0 ,0. 028 775 6 ,0. 025 871 4 ,0. 028 666 8 ， 
0. 025 820 7,0. 027 265 6 ,0. 025 068 7,0. 026 363 6,0. 025 746 8 ， 
0. 024 723 9 ,0. 023 968 2,0. 025 151 4 ,0. 020 711 4,0. 022 595 7， 
0. 023 761 8 ,0. 026 382 1 ,0. 021 590 5$ ,0. 023 177 6 ,0. 027 310 4， 
0. 022 445 4 ,0. 023 232 8 ,0. 021 068 5 ,0. 025 974 6,0. 020 827 5 ， 
0. 024 939 0,0. 026 546 0 ,0. 025 888 9 ,0. 022 699 7 ,0. 024 184 8 ， 
0. 024 824 8 ,0. 020 741 2 ,0. 021 365 1,0. 021 253 5 ,0. 022 724 8 )7. 
以 研 的 40 个 分 量 作为 40 名 参评 人 员 的 综合 实力 指标 , 按 大 小 依次 排序 ， 
结果 如 表 6 - 5， 


表 6-5 40 人 的 排序 结果 





















































6. 3.6 ”模型 的 结果 分 析 


利用 层次 分 析 法 给 出 了 一 种 合理 的 分 配方 案 , 用 此 方案 综合 40 人 的 相关 条 
件 得 到 了 一 个 排序 结果 . 从 结果 来 看 ,完全 达到 了 问题 的 决策 目标 ,也 使 得 每 个 
人 的 特长 和 优势 都 得 到 了 充分 的 体现 . 既 照 顾 到 了 任职 早 、 工 龄 长 .年 龄 大 的 人 ， 
又 罕 出 了 职称 高 .学历 高 .受奖 多 的 人 ,而 且 也 考虑 了 双 干 部 和 双 职 工 的 利益 . 但 
是 ,每 一 个 单项 条 件 的 优势 都 不 是 绝对 的 优势 . 因此 ,这 种 方案 是 合理 的 ,符合 绝 
大 多 数 人 的 利益 . 璧 如 ,已 在 任职 时 间 、 工 龄 和 年 龄 有 绝对 的 优势 ,尽管 其 他 条 
件 稍 弱 ,他 仍然 排 在 第 一 位 . P 户 与 P .PP, .Ps .P 相 比 , 虽 然 任 职 时 间 晚 ,工龄 
得, 年龄 小 ,但 是 ,在 职称 学历. 爱人 情况 .奖励 情况 都 具有 较 强 的 优势 ,因此 ,他 


6.4 参考 案例 与 参考 文献 | 伟 


排 在 第 三 位 是 应 该 的 类 似 情 况 还 有 Ps 、P: .Pu 等 , 相反 的 ,PPe、P。、Poe 较 其 
他 人 的 任职 稍 早 .工龄 稍 长 .年 龄 稍 大 ,但 其 他 条 件 明 显 的 弱 , 因 此 ,次 序 明 显 靠 
后 也 是 应 该 的 , 在 多 项 条 件 相 同时 ,只 要 有 一 项 略 强 ,就 排 在 前 面 , 如 Ps 与 Px， 
P: 与 Ps 等 , 这 些 都 是 符合 决策 原则 的 ， 


| 6. 4 ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 选拔 优秀 队员 问题 一 一 文献 [1] :133 一 140 

(2) 足球 队 排 名 次 问题 一 一 文献 [4] :18 一 27 

(3) 电力 系统 的 紧急 修复 问题 一 一 文献 [5] :127 一 135 

(4) 会 议 分 组 问题 一 一 文献 [7] :179 一 192 

2， 参考 文献 

[1] 韩 中 庚 . 最 佳 组 队 方案 及 模型 . 数学 的 实践 与 认识 ,1997,27(2) : 
133 一 140 

[2] 韩 中 庚 等 , 一 种 选 优 排序 方案 及 模型 , 数学 的 实践 与 认识 ,2002 ,3? 
(4) :529 一 532 

[3] 韩 中 庚 . 合理 分 配 住房 方案 及 模型 . 信息 工程 学 院 学 报 ,1999 ,18(〈4) : 
46 一 50 

[4] 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 . 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 优 秀 论 文 
汇编 . 北京 :中国 物价 出 版 社 ,2002 

[5] 叶 其 孝 . 大 学 生 数学 建 模 竞赛 辅导 教材 (一 ), 长 沙 : 湖 南 教 育 出 版 
社 ,1993 

[6] 姜 启 源 , 谢 金星 等 . 数学 模型 . 第 三 版 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2003 

[7] 吴 户 等 . 数学 建 模 的 理论 与 实践 . 长 沙 :国防 科技 大 学 出 版 社 ,2001 

[8] 王 连 芬 . 层次 分 析 法 引 论 . 北京 :中 国人 民 大 学 出 版 社 ,1990 











E 吉 旺 到 概 率 分 布 方法 


在 社会 .生产 、 科 研 和 生活 实践 中 ,许多 问题 的 不 确定 现象 都 是 由 随机 因素 
的 影响 所 造成 的 ,即将 这 种 现象 可 以 视 为 一 些 随机 事件 ,而 随机 事件 一 般 是 按照 
一 定 的 概率 出 现 的 . 与 此 有 关 的 随机 因素 的 变化 往往 都 会 服从 于 一 定 的 概率 分 
布 . 在 实际 中 ,就 是 利用 这 些 概 率 分 布 规律 对 问题 进行 研究 ,从 而 可 以 对 所 研究 
的 实际 问题 做 出 估计 、 判 断 ` 预 测 和 决策 . 因此 ,概率 分 布 方法 在 解决 实际 问题 的 
过 程 中 有 着 非常 广泛 的 应 用 . 


站 7. 工 排列 与 组 合 


7.1.1 排列 


选 排列 : 从 ”个 不 同 的 元 素 中 ,每 次 任 取 &(E<n) 个 不 同 元 素 按 次 序 排 成 
一 列 , 称 为 选 排列 ,其 排列 种 数 记 为 不, 即 
P 忆 = 有 (一 1)(-2)…(nmn -+1) = 


已 

(下 )1 

全 排列 : 从 半 个 不 同 的 元 素 中 ,每 次 取 个 不 同 元 素 按 次 序 排 成 一 列 , 称 为 
全 排列 ,其 排列 种 数 记 为 已 , 即 

PP,， =m(-1)(-2)…2 .1 = 1 

有 重复 的 排列 : 从 对 个 不 同 的 元 素 中 ,每 次 取 上 ( 丰 和) 个 元 素 , 可 以 重复 ， 
按 次 序 排 成 一 列 ,这 种 排列 称 为 有 重复 的 排列 ,其 排列 种 数 为 尺 = 尾 (大 <m)， 

不 尽 相 异 元 素 的 全 排列 : 如 果 在 个 元 素 中 ,分 别 有 mm ,mm ，…，,m 个 元 素 
相同 , 且 mm +m +… +nmn =m: 则 这 半 个 元 素 的 全 排列 称 为 不 尽 相 异 元 素 的 全 排 
列 ,其 排列 种 数 为 


7 
0 
P11722 1 了 


7.1.2 组 合 
无 重复 组 合 : 从 ”个 不 同 的 元 素 中 ,每 次 任 取 4(E< nm) 个 不 同 元 素 , 不 考虑 


7.2 事件 与 概率 | 他 


其 次 序 组 合成 一 组 , 称 为 组 合 , 其 组 合 数 记 为 c: 或 | 中 , 即 


开 有 1 书 
1 
并 且 规定 C, = 1. 
多 组 组 合 : 把 半 个 不 同 的 元 素 分 成 严 ( 亚 过 2) 组 ,第 :组 中 有 天 (=1,2,…， 
杰 ) 个 不 同 元 素 , 且 六 +mm+…+mnn = 有 ,这样 的 组 合 数 为 
Cnomomm 一 、 71 
” 7 1722 1 


有 重复 的 组 合 : 从 半 个 不 同 的 元 素 中 ,每 次 取出 三) 个 元 素 , 可 以 重 
复 , 不 考虑 次 序 组 合成 一 组 ,这 种 组 合 称 为 有 重复 的 组 合 ,其 组 合 数 为 


站 7. 2 事件 与 概率 


7.2. 工 随机 试验 与 事件 


实际 中 ,把 对 自然 现象 进行 一 次 观察 或 一 次 科学 试验 统称 为 试验 . 如 果 试 验 
可 以 在 相同 条 件 下 重复 进行 多 次 ,而且 每 次 的 试验 结果 是 事前 不 可 预知 的 ,但 可 
以 知道 所 有 可 能 出 现 的 结果 , 则 称 它 为 一 个 随机 试验 ,简称 为 试验 . 将 随机 试验 
的 结果 称 为 随机 事件 ,简称 为 事件 . 在 每 次 试验 中 必然 要 发 生 的 事件 称 为 必然 事 
件 , 记 为 风 , 而 在 每 次 试验 中 不 可 能 发 生 的 事件 称 为 不 可 能 事件 , 记 为 纺 . 

如 果 4,B,44=1,2，…z) 都 为 事件 , 则 事件 有 下 列 关 系 : 

(1) 包含 事件 : 如 果 4CB, 则 称 事件 4 包含 于 事件 有 , 即 它 表示 事件 4 发 生 
必 导 致 事件 互 发生 . 

(2) 相等 事件 : 4 = 有 当 且 仅 当 4CB, 且 已 C4. 

(3) 和 事件 : 事件 4UB( 或 4+ 有 ) ,表示 事件 4 与 事件 8 至 少 有 一 个 发 生 ， 


一 般 地 ,事件 U 4 = 4 U4U…UA4, 表示 事件 必 , 必 ,4 中 至 少 有 一 个 
发 生 ， 

(4) 差事 件 : 事件 4 - 卫 表 示 事件 4 发 生 , 而 事件 B 不 发 生 . 

(5) 积 事件 : 事件 4mB( 或 4B) ,表示 事件 4 与 马 同 时 发 生 , 一 般 地 ,事件 
站 4 =4 nm4n…n4,, 表 示 事 件 4 ,4 4 同时 发 生 ， 

(6) 互 不 相 容 事件 : 事件 4mB -= 名表 示 在 一 次 试验 中 事件 4 与 有 不 可 能 
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同时 发 生 ， 

(7) 对 立 事件 : 事件 4nB = 纪 且 4UB = 0, 表示 事件 4 局 8 不 可 能 同时 发 
生 , 但 又 必然 有 其 中 之 一 发 生 , 记 为 刀 =4 或 4= 且 


7.2.2， 概率 与 条 件 概率 


1， 概 率 

实际 中 ,我 们 在 观察 一 个 随机 试验 的 各 种 事件 时 ,一 般 说 来 ,总 会 发 现 有 些 
事件 出 现 的 可 能 性 大 ,有 些 事件 出 现 的 可 能 性 小 ,而 有 些 事件 出 现 的 可 能 性 彼此 
大 致 相同 . 我 们 把 刻画 事件 发 生 可 能 性 大 小 的 数量 指标 称 为 事件 的 概率 , 事件 4 
的 概率 记 为 P(4) ,并 且 概率 具有 下 列 性 质 ， 

(1) 对 任 一 个 事件 4 都 有 0<P(4) 三 1; 

(2) P(D) =1; 

(3) P(G) =0; 

(4) P(4) =1-P(4); 

(5) 若 事件 ,4 ,4 互 不 相 容 , 则 P( LA) = 并 PC4)， 


2， 条 件 概率 

在 某 些 实际 问题 中 ,除了 需要 知道 事件 4 的 概率 外 ,往往 还 需要 知道 在 “ 事 
件 召 发 生 的 条 件 下 事件 4 发 生 的 概率 , 称 之 为 条 件 概 率 , 记 为 P(4|B8). 若 
P(B) >0, 则 有 
244B) 


P(41B8) = 记念 ) 


由 此 ,可 以 得 到 下 面 的 结论 : 
(1) 车 事件 4 ,4a，…,4, 互 不 相 容 , 且 P(4) >0 (fi= 1,2,…,n) , 则 对 任 
意 事件 BC LU 4 有 


P(B) = PC4)P(B14,)， 
这 就 是 所 谓 的 全 概率 公式 . 
《2) 若 事件 4 ,4: ,…,4, 互 不 相 容 , 且 P(4) >0 (i=1,2,…,n), 则 对 任 
意 事件 BC ULJ 4 有 逆 概 率 公式 : 
P(4;1B) 三 Ce (iT = 1,2,…) 尹 )， 
壮 P(4)P(B14,) 


7.3 随机 变量 与 分 布 函数 | 移 


7.2.3 统计 概率 与 几何 概率 


统计 概率 ; 假设 在 同一 条 件 下 进行 二 次 试验 ,事件 4 发 生 了 严 次 , 则 事件 4 
发 生 的 概率 定义 为 
_ 4 发 生 的 次 数 普 
4) = 试验 的 总 次 数 六 
我 们 称 这 个 概率 为 统计 概率 . 
几何 概率 : 假设 区 域 $ 以 及 其 中 任 一 个 可 能 出 现 的 子 区 域 4(4CS) 都 是 可 
以 度量 的 ,其 大 小 分 别 为 &(S) 和 (4) , 则 事件 4 发 生 的 概率 为 
_ AKC4) 
人 MA(S) 
这 样 计算 的 概率 称 为 几何 概率 . 
事实 上 ,统计 概率 与 几何 概率 都 满足 通常 概率 的 公理 和 性 质 . 


7.3 随机 变 置 与 分 布 函 数 


7.3.1 ”一 维 随机 变量 与 分 布 函数 


用 数值 表示 的 随机 事件 的 函数 称 为 随机 变量 . 实际 中 任何 用 数值 表示 的 随 
机 事件 都 是 随机 变量 ,随机 变量 的 函数 也 是 随机 变量 ， 
设 上 为 一 随机 变量 ,对 任意 的 实数 x 有 函数 
FOX) =P(-o < 二 和 YX) = 性 委 x) 
称 为 随机 变量 上 的 分 布 函 数 . 且 对 任意 两 个 实数 ,zzz <%) ,有 
P(x < 之 过 和) = 下 (xz) -下 (xi)， 
分 布 函数 RCx) 具 有 下 列 性 质 : 
(1) F(x) 是 不 减 函数 ; 
(2) 0 过 COx) 三 1; 
(3 ) P(x) 是 右 连续 函数 , 即 im F(x) = 下 (a). 
如 果 随 机 变量 专 所 有 取 值 为 有 限 个 或 可 列 无 穷 个 数值 , 则 这 种 随机 变量 为 
离散 型 随机 变量 . 非 离 散 型 的 随机 变量 , 则 称 为 连续 型 随机 变量 . 
如 果 志 为 离散 型 随机 变量 ,所 有 的 取 值 为 么 半 =1,2,…，, 则 称 
天 (二 二 
为 随机 变量 二 的 分 布 列 , 其 相应 的 分 布 函数 为 
玉 (x) = 之 请 
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如 果 *# 为 连续 型 随机 变量 , 则 分 布 函数 定义 为 
F(z) = | As)dx， 
其 中 几 x) 为 一 个 非 负 可 积 函 数 , 称 之 为 随机 变量 上 的 分 布 密度 ,或 密度 函数 并 


满足 下 列 性 质 : 
(1) Ax) 0; 


(2) | Ka)dz = 1 

(3) P(a < 七 过 b) = F(D) -~-(a) = J mad ; 
(4) 当 扎 x) 为 连续 函数 时 有 玉 (x) = 疙 zx). 
7.3.2 多 维 随机 变 置 与 分 布 函数 


如 果 所 ,名 ,名 为 个 一 维 随机 变量 , 则 称 ( 扣 ,名 ) 为 严 维 随机 变 
量 (或 款 维 随机 向 量 ). 同样 的 可 以 分 为 离散 型 和 连续 型 ,相应 的 也 可 以 定义 分 
布 函数 ， 
如 果 ( 扣 ,名 :如 ) 为 连续 型 严 维 随机 变量 , 则 (后 ,所 ,,) 分 布 函数 定 
义 为 
下 (xi wa yw) = 有 太一 万 7Kasmases)dndardrs， 


其 中 疾 元 函数 所 xi ,za ，…zs) 为 非 负 可 积 函 数 , 称 为 (所 ,包扎 ) 的 分 布 密度 ， 
或 志 , 扣 ,各 的 联合 分 布 密度 . 
个 随机 变量 所 ,所 ,… 沁 为 相互 独立 的 充 要 条 件 是 相应 的 联合 分 布 函数 
可 以 表示 为 
(xyM2 0 = (Mi ) (za ) (xn). 
特别 地 ,对 于 常用 的 二 维 随机 变量 (#,? ) ,其 分 布 密度 函数 表示 为 几 x,y)， 
分 布 函数 为 


F(x,y) = | Kazoy)dzdr 
两 个 随机 变量 #,7 相互 独立 的 充 要 条 件 是 相应 的 联合 分 布 函数 可 以 表示 为 
Kx,yY) = 已 (xz)F2(Y)， 
7. 3. 3 ”随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 


对 于 实际 中 的 许多 问题 ,要 具体 求 出 分 布 函数 往往 是 比较 困难 的 ,然而 ,很 
多 时 候 并 不 必 求 出 分 布 函数 ,只 需 对 与 随机 变量 有 关 的 一 些 数字 特征 进行 研究 . 
这 些 数字 特征 虽然 不 能 完全 刻画 随机 变量 ,但 在 一 定 程 度 上 能 够 反映 出 随机 变 
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量 的 一 些 重要 特征 . 最 常用 的 数字 特征 是 数学 期 望 和 方差 ,其 数学 期 望 表 示 随 机 
变量 所 有 取 值 的 平均 值 ， 人 它们 是 随机 变 
量 的 两 个 最 重要 的 数字 特征 ， 

1 数学 期 望 

设 上 为 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 列 为 P(E= 人 办) = 户 天 =1,2,…， 如 果 级 数 


立 | 和 | 疡 收敛, 则 称 2 mpP, 为 随机 变 基 上 的 数学 期 望 , 记 为 4, 即 夏 = 


盖 “Pr 
设 为 连续 型 随机 变量 ;其 分 布 密度 函数 为 /xz) ,如 果 积分 | 1z 17(x)ds 
收 伊 ， 则 称 厂 zy(z) dx 为 随机 变量 & 的 数学 期 望 , 记 为 本, 即 本 = | .ss)dz 


类 似 地 , 设 直 为 一 个 随机 变量 ,函数 5(#) 也 是 一 个 随机 变量 , 则 有 
(1) 若 上 为 离散 型 随 机 变量 , 且 P(E = 和 ) = 已 =1,2,…, 如 果 级 数 


袜 1e(x) |m 收 伍 ,出 5( 全 的 数学 期 记 为 
Eg(E) = 三 e(z)pr 


(2) 若 # 为 连续 型 随机 变量 ,如 果 积分 | ，| g(x) | 几 z) dx 收敛 , 则 &( 全 ) 的 
数学 期 望 为 
Bg(6 = | sg(z)s)de 
对 于 二 维 的 情况 有 类 似 的 结果 : 
如 果 二 维 随机 变量 (#,) 分 布 列 为 P(E= 和 条 = 力 ) =Pi (ij=1,2,…), 且 
级 数 并 于 1e(z 沪 ) 15 收 策 , 


EE(8 9) = 之 50x)P 


若 -- 维 随机 变量 (#,) 的 分 布 密度 为 /Cs,y), 且 积分 | | 1e(ey) 17e)dzdy 
收 伍 , 则 
Eg(69) = 「 esy)Kssy)dsdy 
2. 方差 
设 # 为 一 个 随机 变量 ,如 果 忆 (E - 琵 )* 存在 , 则 称 其 值 为 随机 变量 的 方差 
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记 为 D&. 显然 有 
PE =ECE-) ”= BE -( 琵 ): 
若 为 一 个 离散 型 随机 变量 , 且 分 布 列 为 P(E=xi) 三 只 ;天 =1,2,…, 则 有 
D& = (入 本 pi; 
若 必 为 一 个 连续 型 随机 变量 ,上 且 分 布 密度 为 Kx) , 则 有 
中 = 人 (Ce- 本 )5s)dz 


7.4 常用 的 概率 分 布 及 数字 特征 


(1) 两 点 分 布 : 设 随机 变量 上 只 取 0 或 1 两 个 值 , 它 的 分 布 列 为 
P(E =H) = 天 (1-p) = 0,1， 
则 称 吉 服从 于 两 点 分 布 , 且 琵 =p, 克 =p(1-p)， 
(2) 二 项 分 布 : 设 随 机 变量 吉 可 能 的 取 值 为 0,1,2,…,m, 且 分 布 列 为 
PE =8) = Crp(1-P) = 0)1,2，…，n， 
则 称 纪 服从 于 二 项 分 布 , 且 琵 =mg, 丰 =mp(1-p)， 
(3) 泊 松 (Poisson ) 分 布 : 设 随 机 变量 上 可 取 所 有 非 负 整 数值 , 且 分 布 列 为 


4 
已 = 开 ) 王 年 e” 必 沁 0,1,2,…， 


其 中 A >0 为 常数 , 则 称 上 服从 于 泊 松 分 布 , 旦 瑟 =A,DE = 
(4) 均匀 分 布 : 设 专 为 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 密度 为 
1 
二 二 汪 1 xxE[a,b]， 
0 ， xx 所 [aa,b]， 
则 称 吉 服从 区 间 [c,b] 上 的 均匀 分 布 , 且 琵 =2? 


(5) 正 态 分 布 : 若 随机 变量 上 分 布 密度 函数 为 





二 本 史册 2 
7 := Q) ， 








所 (zx) = 2 
则 称 拟 服从 于 正 态 分 布 VW(A,a ) , 记 为 上 ~ Nu,o2) , 且 分 布 函数 为 
有 vv(X) = 1 | 人 
2Tr rr 从 村 
其 中 歼 (E) =AD(E) =o 特别 地 , 当 人 =0, =1 时, 称 其 为 标准 的 正 态 分 布 ， 


记 为 寺 ~N(0,1)， 
(6) * 分 布 米 (na) : 若 个 相互 独立 的 随机 变量 所 ,所 ,…, 汉 都 服从 于 
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N(0,1) , 则 称 上 = 2 服从 于 自由 度 为 严 的 好 分布 , 记 为 吉 ~ 好 (mn) ,其 分 布 密 


度 函 数 为 





F(z) = 122T( 半 ) 上 且 羽 ( 引 = n,D(E) = 2 
0，xw<0 
(7) ?分 布 区 m ， 设 随机 变量 - N(0.1) 四-P() , 则 称 了 =E/ /于 服 从 


于 自由 度 为 于 的 上 分 布 , 记 为 了 ~m) ,其 分 布 密度 函数 为 


人 


万 (xz) 二 


2 
(8) 下 分 布 : 设 随机 变量 吉 ~ 这 (mm) ,9 ~ 巡 (n) 且 相互 独立 , 则 眉 = 
于 自由 度 为 严 及 严 的 环 分 布 , 记 为 王 ~R(mmma) ,其 密度 函数 为 





且 到 (7) 二 ~“， 
多 服从 


JEss 和 人 
jz) = T( 圣 )( 壹 ) (三 末 人 
0，x<0 


272 ( 半 + 丈 一 多 全 基 








且 有 (PP) = 二 IC(>2)，DCE) = 让 150 和 
(9) 二 维 正 态 分 布 : 设 二 维 随机 变量 (#,7) 的 联合 分 布 密度 函数 为 
到 1 人 《zx 了 
xy) 2 p| - TIE | 


(wx -He -Ha) (xp) 
人 上 | 


其 中 OO2 >0 ,Ai ML2 均 为 常数 ， [| <1, 则 称 二 维 随机 变量 (上 ,7) 服 从 于 二 维 
正 态 分 布 NO ,aliasir) ,上 且 巨 (E) =AD(E) = al, 已 ( 了 7) =Aa,D(7T) =o3 
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| 7.S 足球 门 的 危险 区 域 问题 


7.5. 工 问题 的 提出 


在 足球 比赛 中 ,球员 在 对 方 球门 前 不 同 的 位 置 起 脚 射门 对 球门 的 威胁 是 不 
一 样 的 . 在 球门 的 正 前 方 的 威胁 要 大 于 在 球门 两 侧 射门 ; 近 距 离 的 射门 对 球门 的 
威胁 要 大 于 远 射 . 已 知 标准 球场 长 为 104 症 , 宽 为 69 mj; 球 门 高 为 2. 44 mm, 宽 为 
7. 32 m. 

实际 中 ,球员 之 间 的 基本 素质 可 能 有 一 定 差异 ,但 对 于 职业 球员 来 讲 一 般 可 
认为 这 种 差别 不 大 . 另外 ,根据 统计 资料 显示 ,射门 时 球 的 速度 一 般 在 10 mys 左 
右 . 请 你 结合 球场 和 足球 赛 的 实际 情况 建 模 分 析 ,并 研究 下 列 问题 : 

(1) 针对 球员 在 不 同位 置 射 门 对 球门 的 威胁 度 进行 研究 ,并 绘制 出 球门 的 
危险 区 域 ; 

《2) 在 有 一 名 守门 员 防 守 的 情况 下 ,对 球员 射门 的 威胁 度 和 危险 区 域 作 进 
一 步 的 研究 . 


7. 5.2 问题 的 分 析 


根据 这 个 问题 ,要 确定 球门 的 危险 区 域 , 也 就 是 要 确定 球员 射门 最 容易 进 球 
的 区 域 . 球员 无 论 从 哪个 地 方 射门 ,都 有 进 与 不 进 两 种 可 能 ,这 本 身 就 是 一 个 随 
机 事件 ,无非 是 哪些 地 方 进 球 的 可 能 性 最 大 , 即 是 最 危险 的 区 域 . 影响 球员 射门 
命中 率 的 因素 有 很 多 ,其 中 最 重要 的 两 点 是 球员 基本 素质 (技术 水 平 ) 和 射门 时 
的 位 置 . 对 每 一 个 球员 来 说 ,基本 素质 在 短 时 间 内 是 不 可 改变 的 ,因此 ,我 们 主要 
是 在 确定 条 件 下 ,对 射门 位 置 进行 分 析 研究 . 也 就 是 说 ,我 们 主要 是 针对 同 素质 
的 球员 在 球场 上 任意 一 点 射门 时 ,研究 其 对 球门 的 威胁 程度 . 

某 一 球员 在 球门 前 某 处 向 球门 内 某 目 标点 射门 时 ,该 球员 的 素质 和 球员 到 
目标 点 的 距离 决定 了 球 到 达 目 标点 的 概率 , 即 命中 球门 的 概率 , 事实 上 , 当 上 述 
两 个 因素 确定 时 , 球 飞 向 球门 所 在 平面 上 的 落 点 将 呈现 一 个 固定 的 概率 分 布 . 稍 
作 分 析 容 易 断 定 , 该 分 布 应 当 是 二 维 的 正 态 分 布 ,这 是 我 们 解决 问题 的 关键 
所 在 ， 

球员 从 球场 上 某 点 射门 时 ,首先 必定 在 球门 平面 上 确定 一 个 目标 点 ,射门 后 
球 依据 该 概率 分 布 落 人 球门 所 在 平面 . 将 球门 视 为 所 在 平面 上 的 一 个 区 域 , 在 区 
域内 对 该 分 布 进行 积分 , 即 可 以 得 到 这 次 射门 命中 球门 的 概率 . 然而 ,球员 在 选 
择 射门 的 目标 点 时 是 任意 的 ,而 命中 球门 的 概率 对 目标 点 选择 有 很 强 的 依赖 性 ， 
这 样 ,我 们 这 押 球 门 区 域内 的 所 有 点 ,对 命中 概率 作 积分 ,将 其 定义 为 球场 上 某 





7.5 足球 门 的 危险 区 域 问题 | 竹 


点 对 球门 的 威胁 程度 ,根据 威胁 度 的 大 小 来 确定 球门 的 危险 区 域 . 

7. $.3 ”模型 的 假设 与 符号 说 明 

1， 模 型 的 假设 

(1) 在 理想 状态 下 ,认为 球员 是 同 质 的 , 即 基本 素质 相同 ,或 差别 不 大 ; 

(2) 不 考虑 球员 射门 后 空气 、 地 面 对 球 速 的 影响 , 设 球速 为 10 mysi 

(3) 球员 射门 只 在 前 半 场 进行 ,为 此 假设 前 半 场 为 有 效 射 门 区 域 ; 

(4) 只 考虑 标准 的 球场 :(104 x69) m? 和 球门 :(7. 32 x2.44) m?. 

2. 符号 说 明 

2 表示 半 场 上 的 一 个 球门 所 在 平面 ,是 地 面 以 上 的 半 平 面 ;Di 表示 球门 内 
有 点 在 平面 zx 上 所 表示 的 区 域 , 即 DuC.O;4(x,y) 表示 球场 上 的 点 ,(x,y) 为 其 
坐标 ;B(y,z) 表 示 球 门 内 的 点 ,(y,z) 为 其 坐标 ;p(y,z) 表 示 从 球场 上 4 点 对 准 
球门 内 下 点 射门 时 ,命中 球门 的 概率 ;D(x,y) 表 示 球 场 上 (x,y) 点 对 球门 的 威胁 
度 尖 表示 球员 的 基本 素质 ,是 一 个 相对 指标 ;d 表示 球场 上 4 点 到 球门 内 下 点 
的 直线 距离 ;9 表示 直线 48 在 地 面 上 的 投影 线 与 球门 平面 天 的 夹 角 ( 锐 角 ). 


7. 5.4 ”模型 的 建立 与 求解 


首先 建立 如 图 7 -1 所 示 的 空间 直角 坐标 系 , 即 以 球门 的 底 边 中 点 位 置 为 原 
点 0, 塌 面 为 07 面 , 婚 门 所 在 的 乎 而立 为 yOz 而 . 





图 7-1 球门 示意 图 


问题 (1) : 

根据 前 面 对 问题 的 分 析 ,在 此 假设 基本 素质 为 上 的 球员 从 4(xo ,yo ) 点 向 距 
离 为 4 的 球门 内 目标 点 BY ;2 ) 射 门 时 , 球 在 目标 平面 z 上 的 落 点 呈现 二 维 正 
态 分 布 , 且 随 机 变量 y,z 是 相互 独立 的 , 其 密度 函数 为 


《y-71)2+{r- 革 )2 


7(y,z) = 5 i (ya E 0， (7.1) 





鲜 | 第 七 竟 ”概率 分 布 方法 

其 中 方差 与 球员 素质 上 成 反比 ,与 射门 点 4(x,y) 和 目标 点 BC ,za ) 之 间 的 距 
离 4 成 正比 , 且 偏 角 6 越 大 方差 r 越 小 , 当 偏 角 9 = 二 时 ( 即 正 对 球门 中 心 ) 广 
差 仅 与 上 ,d 有 关 . 由 此 ,我 们 可 以 确定 e 的 表达 式 为 


全 (cotg + 1)， 


其 中 cot 0 十 (7 一 yo) +21 . 
0 


注意 到 ,在 (7. 1) 式 的 密度 函数 中 ， 关于 变量 y， z 是 对 称 的 ,但 实际 中 球 只 能 
落 在 地 面 以 上 , 即 只 有 z 关 0. 为 了 平衡 这 个 密度 函数 ,我 们 令 


(7Y-y71)2+(z-21)2 


1 冯 
PCmoai) 和 = 有 dydz 
了 


(了 二 





《Y-y1)2+(z- 红 )2 


1 -2 
0 和 rr， adydz = 下 ze yd 
位 


则 取 两 者 的 比值 即 为 这 次 射门 命中 球门 的 概率 
Po(xoyyosyi521 ) . (7.2) 
Po(xo ;yoiyiy21 ) 

对 命中 球门 的 概率 (7.2) 在 球门 区 域 忆 内 作 积 分 ， 定义 为 球场 上 某 点 
4(xo,y) 对 球门 的 威胁 度 ， 即 


忆 (xo 二 人 ev 次 鸭 ,2 ) dy1dz1， 
综合 以 上 分 析 , 对 于 球场 上 任意 一 点 4(x,y) 关 于 球门 的 威胁 度 为 


D(z,y) = 人 (wxiya)dridz， 
六 


3 2 
其 中 P(x,yiyiy2 ) 2 人 yi = 全 (oot b+1) ,dg= V 和 +( 轴 一》) + 三 ， 


PCXY,yY3y1y21 ) 





P(xo ,yo3y1，21) = 


[yi =-y| 


多 


cot 0 = 


要 求解 该 问题 一 般 是 比较 困难 的 ,只 能 采用 数值 积分 的 方法 求解 . 首先 确定 
反应 球员 基本 素质 的 参数 , 具 体 的 方法 如 下 : 


根据 一 般 职业 球员 的 情况 ,我 们 认为 一 个 球员 在 球门 的 正 前 方 (8 = 过) 距 
离 球门 10 四 处 (4d =10) 向 球门 内 的 目标 点 劲 射 ,标准 差 应 该 在 1 mm 以 内 , 即 取 
C=1l, 由 = 全 (oot b+1) 可 以 得 到 上 = 10. 于 是 , 当 球员 的 基本 素质 上 = 10 时 ， 
求解 该 模型 可 以 得 球场 上 任意 点 对 球门 的 威胁 度 ,部 分 特殊 点 的 结果 如 表 7 - | 
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根据 各 点 的 威胁 度 的 值 可 以 做 出 球场 上 等 威胁 度 的 曲线 ,如 图 7 -2， 
由 图 7 -2 也 明显 地 给 出 了 球门 的 危险 区 域 . 
表 7 -1 球场 上 离散 点 的 威胁 度 情况 


位 置 (0,1) |(0,5) | (0,10)|1(0,20)1(0,30)1(0,50)| (3,1) 1(3,5) 1(3,10)1 (3 ,20) 
问题 1 |14. 459 6|14. 535 1|12. 689 1|8. 637 115. 711 5 2.812 1|11. S64 9|13. 480 111.75S7 8|7. 952 7 
问题 2 |12. 937 8|12. 008 0| 8. 966 4 so 4 762 3|1.099 go .os io 928 1 8.382 34. 572 0 
位 置 (3,30) (3.50) | (5,5) |(5,10)|(5,20) ($,30)|1($,$0)|(10,1)1(10 ,5) 
问题 1 |$. 320 8|2. 675 0|16. 304 sogsjoac4 oh 1S9 3j4. 866 9|2. S06 310. 892 315$. 330 6 
问题 2 |2. 663 中 .076 3|5.897 1| s 946 〗 7 234 外 125 3 人 2, 453 6|11.013 510. 815 6|3.919 4 
位 置 (10,10)|(10,20) io.30)|(10,50)| (20,0 | (20,5) | (20,10|(20,20)|C20,30) 《20 ,50) 
问题 1 |6. 465 0|5. 242 5|.8t7 sj 118 gp. 060 30. 876 中. 847 .426 5 188 4|1.481 5 
ETETTT 罗 昌国 硬汉 四 















































问题 2 0.007 0 
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图 7-2 问题 (1) 的 等 威胁 度 曲线 图 
问题 12) : 
假设 守门 员 站 在 射门 点 与 两 球门 柱 所 夹 角 的 角 平 分 线 上 , 即 守门 员 站 在 球 
门 在 垂直 射门 线 平 面 上 的 投影 区 域 中 心 位 置 是 最 佳 防守 位 置 . 球员 在 球场 上 某 
点 对 球门 内 任意 一 点 (7,2) E 呈 起 脚 射门 ,经 过 时 间 上 到 达 球 门 平面 , 球 到 达 该 
点 时 ,守门员 对 球 都 有 一 个 捕获 的 概率 po ( 纪 y,z) ,下 面 先 分 析 一 下 这 个 函数 


狼 | 第 七 章 ” 概 率 分 布 方法 


Po(ty， 2z) 的 形式 . 
首先 注意 到 ， 当 ; 一定 时 ,po(iy， 2z) 应 该 是 一 个 以 守门 员 为 中 心 向 周围 辐射 
衰减 的 二 维 函 数 , 如 图 7 -3(a). 图 7 -3(b) 给 出 的 是 相应 的 等 值 线 图 ， 





图 7-3 守门 员 的 捕获 能 力 示意 图 


当 上 变 小 时 ， 曲面 的 峰 度 应 增高 ， 而 面积 减 小 ,如 图 7 - -4(a) 和 图 7 - 4(b)， 
由 图 7 -4 可 以 看 出 该 曲面 的 形式 与 二 维 正 态 分 布 的 密度 函数 很 相似 ,因此 
我 们 采用 该 函数 形式 描述 这 种 变化 趋势 参数 上 表示 从 起 脚 射出 到 球 到 达 球 门 
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图 7 -4 守门 员 的 捕获 能 力 随时 间 变 化 效果 
的 时 间 ,也 就 是 给 守门 员 的 反应 时 间 ,该 时 间 越 长 ,曲面 越 平滑 , 综 上 我 们 得 到 


(7y-G)2+(z-1.25)2 
加 四] 


Po(tyY，z) = 曙 
其 中 为 守门 员 的 反应 系数 , 据 专家 预测 ,一 般 正常 人 的 反应 速度 约 为 0. 12 ~ 
0. 15 s， 
根据 著名 的 “ 纸 条 实验 "可 得 到 一 般 人 反应 时 间 约 为 V2/10 s( 即 设想 将 一 张 
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纸 条 放 在 人 的 两 手指 之 间 , 当 纸 条 在 重力 的 作用 下 自由 下 落 时 ,由 = 冯 62， 可 


以 计算 出 人 的 反应 时 间 ), 因此 ， 我 们 在 此 不 妨 取 。= 1/7( 实 验 值 )， 于 是 可 得 守 
门 员 防 守 时 偏离 球门 中 心 的 距离 为 


7. 32 3. .66)” + 和 2 ， 
人 


AAA (yo +3. 66) + 二 二 + W(yo - 3， 66) 二 和 
在 问题 (1) 的 基础 上 ， 对 球员 在 球场 上 一 点 4(xo,yo) 射 人 球门 的 概率 应 修 
正如 下 ; 


本 了 eco 后 





-人 yj24 (于 1)2+(2- 开 ) 
本 2 


[1 -po(t;y,z) ]dydz， 
5 


即 (5y, 习 表示 守门 员 摘 获 球 的 概率 ， 1 -po(by,z) 就 表示 捕 不 住 球 的 概率 . 于 
是 类 似 地 得 到 球场 上 任意 一 点 4(x,y) 对 球门 的 威胁 度 为 


忆 (x,y) = 入 rrrra)ad， 


其 中 Pssyiyuo2) -种 光 光 weom 二 ) 辐 问题 (1), 且 w = 全 (cot 9+1)， 
| 和 -y| 


cs 和 0 写 亲 4 为 常数 ， 


这 里 同样 取 进 攻 球 员 基 本 素质 四 =10 ,守门 员 的 反应 应 系数 = 本 ,球速 2o = 


10 m/s, 类 似 于 问题 (1) 的 求解 可 以 得 球场 上 任意 点 对 球门 的 威胁 度 , 这 里 给 出 
了 一 些 特殊 点 的 值 , 如 表 7 -1 根据 各 点 的 威胁 度 的 值 也 可 以 作出 球场 上 等 威 
胁 度 的 曲线 ,如 图 7 -5. 


折 包 当 二 台 全 


0L 





0T 





图 7-5 问题 (2) 的 威胁 度 等 值 线 
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7.$.5 结果 的 分 析 与 说 明 


比较 两 个 问题 的 结果 可 以 看 出 ,问题 (2) 有 防守 的 情况 比 问题 (1) 无 防守 的 
情况 有 很 大 的 差别 , 间 题 (2) 主 要 是 守门 员 的 作用 ,使 得 危险 区 明显 的 缩小 , 威 
腑 度 最 大 的 区 域 还 是 在 球门 的 附近 ., 特 别 是 正 前 方 . 由 此 也 说 明了 球场 上 的 大 、 
小 禁区 设置 的 合理 性 ， 

本 模型 采用 的 上 上 值 是 估算 出 来 的 ,严格 地 讲 , 应 该 通过 大 量 的 试验 按 统计 规 
律 确定 可 能 更 好 , 我 们 通过 计算 证 明了 , 当 上 增加 ( 即 球员 的 素质 增强 ) 时 ,对 球 
门 的 威胁 明显 增加 ,危险 区 域 变 大 . 相反 的 ,当天 减 小 时 ,对 球门 的 威胁 也 减 小 ， 
即 危险 区 域 变 小 . 关于 防守 员 素 质 ,在 模型 中 没有 考虑 ,是 为 了 问题 的 简化 关于 
有 多 名 队员 的 进攻 和 防守 的 情况 和 派兵 布 阵 的 相关 问题 ,就 更 复杂 了 . 

说 明 , 这 还 是 一 个 简化 了 的 方法 ,实际 中 ,从 不 同 角度 的 位 置 射门 ,所 看 
到 的 球门 区 域 ( 即 在 垂直 射门 线 的 平面 上 的 投影 区 域 ) 刀 可 能 不 是 一 个 答 形 
区 域 ,而 是 一 个 不 规则 的 四 边 形 , 它 的 形状 随 着 射门 点 的 变化 而 变化 ,为 了 简 
化 计算 还 是 在 矩形 区 域 D 上 作 积 分 ,这 样 与 实际 可 能 有 些 偏 差 . 另外 该 问题 
还 有 多 种 不 同 解法 ,比如 可 以 借助 于 初等 几何 和 代数 的 方法 ,在 不 同 的 射门 点 
进行 随机 模拟 ,通过 可 能 射 人 球门 的 概率 来 定义 威胁 度 函 数 ,也 能 给 出 相应 的 


结果 . 
7.6 ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 彩票 方案 的 中 奖 率 问题 一 一 文献 [1] :133 一 140 

(2) 机 票 预 售 问题 一 一 文献 [2] :144 一 148 

(3) 锁具 的 互 开 问题 一 一 文献 [3] :58 一 65 

(4) 虹 的 分 类 问题 一 文献 [4] :37 一 40 

(5) 截断 切割 中 的 最 优 排列 问题 一 一 文献 [5] :120 一 121 

(6) 防空 与 空袭 问题 一 一 文献 [6] :195 一 204 

2 参考 文献 

[1] 韩 中 庚 .“ 彩 票 中 的 数学 "问题 的 优化 模型 与 评述 . 工程 数学 学 报 ， 
2003 ,20(5) :107 一 116 

[2] 袁 震 东 . 数学 建 模 方 法 .上海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,2003 

[3] 全 国 大 学 生 数学 建 模 竞 赛 组 委 会 . 全 国 大 学 生 数学 建 模 竞赛 优秀 论文 
汇编 . 北京 :中 国 物 价 出 版 社 ,2002 

[4] 刘 承 平 . 数学 建 模 方法 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2002 
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[6]j《 数 学 模型 》 编 写 组 . 数学 模型 . 广州 ; :华南 理工 大 学 出 版 社 ,2003 
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在 我 们 的 现实 生活 中 ， 许多 问题 的 不 确定 现 观 杀 都 是 由 随机 因素 的 影响 所 造 
成 的 ,通常 情况 下 ,需要 经 过 对 实际 中 大 量 数 据 的 处 理 或 理论 分 析 , 可 以 确定 这 
些 随 机 因素 所 服从 的 概率 分 布 ,根据 其 概率 分 布 规律 利用 一 些 统计 方法 可 对 所 
研究 的 问题 做 出 估计 、 推 断 和 预测 . 具体 地 讲 ,数理 统计 方法 是 研究 从 一 定 总 体 
中 随机 抽取 一 部 分 ( 称 为 样本 ) 的 性 质 ,来 推断 和 预测 总 体 的 性 质 的 一 类 有 效 


方法 . 
丰 s. 统计 方法 的 基本 概念 


8.11 总 体 与 样本 


通常 我 们 把 研究 对 象 的 全 体 称 为 总 体 ,而 把 组 成 总 体 的 每 个 元 素 称 为 个 体 . 
实际 中 ,常常 是 研究 对 象 的 某 个 指标 邯 , 它 一 般 是 一 个 随机 变量 ,因此 ,总 体 通常 
是 指 某 个 随机 变量 蕊 取 值 的 全 体 ,其 中 每 一 个 个 体 都 是 一 个 实数 . 如 菜 要 研究 
的 指标 不 止 一 个 ,那么 可 以 分 为 几 个 总 体 来 研究 . 总 体 一 般 用 大 写字 母 忒 ,了 ,Z 
等 表示 . 

为 了 要 研究 总 体 世 的 分 布 规律 ,就 必须 对 总 体 进行 抽样 观察 ,根据 观察 结 
果 来 推断 总 体 的 性 质 . 这 种 从 总 体 直 中 多 取 若 于 个 体 来 观察 革 和 数量 指标 的 了 
值 过 程 称 为 抽样 . 

从 一 个 总 体 中 ， 随机 地 抽取 站 个 个 体 局 则 称 ( 天 ,不 ) 为 
总 体 工 的 一 个 样本 . 样本 中 所 含 个 体 的 数目 称 为 样本 的 容量 . 样本 (万 ,了 ， 

… 思 ) 是 一 个 壮 维 随机 向 量 , 它 的 每 一 个 取 值 (z ,zx>，… ,zx ) 称 为 样本 的 一 个 观 
测 值 ,简称 为 样本 观测 值 . 

从 一 个 总 体 中 抽样 所 得 样本 具有 下 列 性 质 ， 

(1) 随机 性 : 对 于 每 一 次 抽样 ,总体 中 的 每 一 个 个 体 被 抽取 到 的 机 会 都 是 
相同 的 ; 

(2) 独立 性 : 每 一 次 抽样 结果 都 是 独立 的 . 

具有 这 种 随机 性 和 独立 性 的 抽样 方法 称 为 简单 随机 抽样 ,由 此 得 到 的 样本 
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称 为 简单 随机 样本 ,我 们 在 这 里 所 用 样本 都 是 指 简 单 随机 样本 . ai 

实际 中 ,统计 分 析 的 任务 是 由 样本 推断 总 体 ,具体 的 作法 是 : :根据 某 可 原则 
或 经 验 假设 局 何 导 从 于 基 种 概率 分 布 We 
的 若干 参数 . 4 

8.1.2 统计 量 


样本 是 总 体 的 代表 ,但 抽取 样本 后 ,并 不 直接 利用 样本 的 观察 值 进 行 推断 ， 
而 是 把 样本 中 所 包含 的 有 关 信 息 集中 起 来 进行 研究 ,这 便 是 针对 所 研究 的 问题 
构造 样本 的 某 种 函数 ， 称 之 为 样本 函数 ,这 种 样本 函数 称 为 统计 量 . 
“对 于 总 体 世 的 样本 (和 , ,和 ) ,常用 的 统计 量 如 下 : 
(1 表示 位 置 的 统计 量 


平均 值 :天 = 工 二 袜 和 


中 位 数 : 将 一 组 数据 按 大 小 顺序 排序 后 位 于 中 间 位 置 的 数 . 

分 位 数 : 将 满足 ( 和 =P| 怀 < 好 =a (0<a<1) 的 z。 称 为 分 布 函数 下 的 
Ga 分 位 数 ， 

《2) 表示 变异 程度 的 统计 量 


标准 差 : $ = [去 习 (x -万 下 


方差 :8 = 站 并 (和 - 辐 ， 


极 差 ; 样本 中 的 最 大 值 与 最 小 信之 郑 ， 即 So= max (ii) ~ min(X)， 
《3 ) 表示 分 布 形态 的 统计 量 


偏 度 :P = 二 立 (X - - 如 ?”, 它 是 反映 数据 分 布 的 对 称 性 的 指标 . 


当 己 >0 时 称 为 右 偏 态 , 即 数据 位 于 均值 右边 的 多 ; 当 已 <0 时 , 称 为 左 偏 
态 ， 即 数据 分 布 情况 与 上 相反 ， 而 当 忆 ~0 时 ， 则 数据 分 布 关于 均值 对 称 . 


” 峰 度 : Pi,= 去 玉 (下 -)”，, 它 它 是 反映 数据 形态 的 另 一 个 度量 ,可 以 计算 出 


正 态 分 布 峰 度 为 3. 若 P > 3 , 则 表示 数据 分 布 有 沉重 的 尾巴 , 即 说 明 样本 中 含 
有 较 多 的 数据 远离 均值 ， 四 此 ， 峰 度 是 衡量 偏 商 正 态 分 布 的 指标 之 一 


K 阶 原点 矩 : C， -二 荆 对 ， 5 = 1.2,， 


下 阶 中 心 逢 ; D， = 工科 (天 一 克 和 = 1.2， 
=】 
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2: 参政 生计 法 


所 谓 的 参数 估计 就 是 对 总 体 克 的 分 布 函数 F(e6 8 8) 由 样本 (2 
和 ，…, 世 ) 构 造 一 些 统计 量 全 (和 下) (=1)2，, 局 来 估计 天 中 的 参数 
(或 数字 特征 )6,(;i =1,2,…,) ,这 样 的 统计 量 称 为 估计 量 ， 这 种 方法 称 为 参数 
估计 法 . 参数 估计 法 可 以 分 为 点 估计 法 和 区 和 间 估 计 法 两 类 . 

点 估计 ; 由 样本 ( 矶 ,和 ，…, 大 ) 构 造 画 数 全 ( 瑟 ,于 ，…, 蕊 ) 作为 6, 的 点 估 
计量 , 称 统计 量 6, 为 参数 6(i= 1,2,… ,有 ) 的 点 估计 量 . 

区 间 估 计 :; 由 样本 (X , 世 ，…,X) 构 造 两 不 函数 多 (X， 克 ，…, 筷 ) 和 
0 (和 ,用 公 天) ,把 区 间 ( 刀 ,6a) 作 为 参数 9(i =1,2,…, 及 的 区 和 间 儒 计 .， 


8.2.1 点 估计 法 


1， 矩 估计 法 二 四 
假设 总 体 世 的 分 布 中 含有 上 个 未 知 数 6(i = 1,2，… 有) 如果 它们 都 可 以 表 
示 为 原点 矩 的 函数 , 则 可 以 用 矩 估 计 法 . 即 用 样本 (万 ,于 ，…, 巨 ) 的 r (1<rs 
丰 ) 阶 原点 矩 去 估计 总 体 半 的 相应 > 阶 原点 矩 或 原点 的 函数 ,将 下 个 参数 反 解 出 
来 ,从 而 求 出 各 个 参数 的 估计 值 . 这 就 是 矩 估计 法 ，: 
例如 : 设 总 体 开 ~ 0 
来 求 w,e? 的 估计 值 . 
事实 上 ,由 于 N(w,c2? ) 中 含有 两 个 未 知 参数 ,因此 , 需 考虑 一 .二 阶 原点 矩 
CU = 天 (X) = AN， 
C，= 尽 ( 有 于) = 万 (X) 二 [BE)]3 = ar2 +A2: 
于 是 按 矩 估计 法 求解 方程 组 .5 
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由 此 可 见 , 总 体 的 均值 BC 的 矩 估计 信 是 样本 均值 了 ， 方差 D(X) 的 矩 估 
计 值 是 样本 的 方差. 

实际 上 ,也 可 以 证 明 : 无 论 总 体 开 服从 什么 分 布 ,只 要 于 的 均值 和 方差 存 
在 ,此 结论 都 是 成 立 的 . 

2. 最 大 似 然 估计 法 

如 果 已 知 样本 (万 , 寻 ，…,) 的 一 组 观测 值 为 (x, ,xz:，…,x,), 则 适当 的 选 
取 参 数 9 (i =1,2,…,) 的 值 ,使 样本 取 这 组 观测 值 的 可 能 性 最 大 ( 即 概率 最 
大 ). 即 构造 似 然 函 数 

Z(6 ,0 … 0.) = 己 | 世 ， = %1;X = % 


TI[Pi2& 二 2 = TIp(x，,9 2，…20) ， 
> ET ， 


人 bt …,b,) 达到 最 大 的 参数 值 ,从 而 可 得 到 参数 6, 的 估计 值 (i = 1， 
…, 旭 ， 此 估计 值 称 为 最 大 似 然 估计 值 .上 式 中 的 函数 是 样本 中 元 素 的 分 布 
本 
求 最 大 似 然 估 计 的 问题 ,就 是 求 似 然 画 数 5(6, ,6:，…,b,) 的 最 大 值 问题 , 即 
可 转化 为 求解 方程 组 


二 0 
2 = 0， 0 
的 问题 . 
.现在 的 问题 是 如 何 来 评价 一 个 估计 量 呢 ? 
3. 估计 量 的 评价 


一 致 性 : 设 (2 , 刀 ，…, ) 为 未 知 参 数 g 的 估计 量 , 若 当 mn 一 om ,6 依 概率 
收 剑 于 6, 则 称 9 的 估计 量 9 是 一 致 的 . 

无 偏 性 : 设 6 为 未 知 参 数 9 的 估计 量 , 若 (6) = 9, 则 称 6 为 0 的 无 偏 估 
计量 . 
有 效 性 : 设 久 ,0， 是 未 知 参数 人 的 两 个 无 信 估 计量 ,着 5r < 1, 则 称 估计 


2 





量 6, 较 0, 有 效 , 
8.2.2 区 间 估 计 法 
参数 的 点 估计 只 是 求 参数 近似 值 的 一 种 方法 . 实际 中 ,不 仅 需要 求 出 参数 的 


8. 2 “参数 估计 法 | 合 

近似 值 ,而 且 还 需要 大 致 估计 出 这 个 值 的 精确 程度 和 可 信和 度 ， 

设 总 体 筷 的 分 布 含有 未 知 参数 9, 若 对 于 给 定 的 概率 (置信 水 平 )1 -ea 
(0 <aw<1) 和 样本 (并 ,7， … ,天 )， 存 在 两 个 统计 量 0 (大 ) 和 
0 ( 世 , 厂 ,…, 导 ,) 使 得 

P16， <0< 0 =1-aw， 

则 称 区 间 ( 0, ,0. ) 为 参数 8 在 置信 水 平 为 1 - w 下 的 置信 区 间 ;b, 与 0。 分 别称 为 
置信 下 限 与 置信 上 限 ， 

1.， 正 态 总 体 期 望 的 置信 区 间 

(1) 已 知 方差 D(X) =o2? , 求 忆 (下 ) 的 置信 区 间 . 

设 总 体 不 ~ NAna2) ， ,和 ) 是 下 的 一 个 样本 ,因为 D(X) = : , 则 


下 
& = : 《0,1) 


给 定 置 信 水 平 1 - ,根据 正 态 分 布 的 对 称 性 ,可 以 得 到 


元 -， -II_ < RE 二 区 1-1- 
P 4 BC < 工 +z 。 所 | 1 -a， 
0 
所 以 B(X) 在 置信 水 平 1 -we 下 的 置信 区 间 为 Ne ,其中 


= _， 为 W(0,1) 的 分 位 数 ， 
实际 上 , 当 样 本 容量 ”充分 大 时 (至 少 痰 于 50) ,无 论 环 服从 什么 分 布 ,= 
党 N(0,1 0 
一 一 二 “都 近似 服从 N(0,1) ,因此 ， 人 可以 有 | 0 人 记 ] 作为 
E(X) 的 置信 区 间 . 
(2) 未 知 方差 D(X) , 求 B(X) 的 全 信 区 间 . 


用 D(0) 的 估计 值 ( 即 样本 方差 ) 3 = 二 袜 ( 克 - 届 ? 代替 四 (2). 由 于 


下 人 作 二 的 - 
S《AAWm 
根据 分布 对 称 性 , 则 可 以 得 到 
Xi SEE) SEE+E -1-a， 
和 
， 局 立 CT CI 上 |. 
所 以 B(X) 在 置信 水 平 1 -xc 下 的 置信 区 间 为 [区 二 ] ,其 中 


! 为 tn -1) 的 分 位 数 ， 
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2. 正 态 总 体 方 差 的 区 间 估 计 
设 总 体 天 ~ 2 (2 ) 是 三 的 一 个 样本 . 由 于 
有 刀 (m -1)， 


分 别 选 取 刀 本 1 -学 的 分 信 数 局 2 出 有 


me De 1]， 


所 以 D(X) 在 置信 水 平 1 “下 的 置信 区 间 为 | 到 


| > (于 二 帮 工 ( - 


bjs 


姓 
1 


相 s.3 方差 分 析 法 


在 实际 中 ,许多 问题 都 涉及 多 因素 的 影响 ,一 般 要 先 在 众多 的 因素 中 选 出 影 
响 大 的 ,以 进一步 做 更 细致 的 试验 . 用 来 判断 一 个 因素 的 影响 “是 否 大 "的 主要 
方法 就 是 方差 分 析 法 . 对 于 所 研究 对 象 的 某 -一 项 指标 ,往往 是 除了 受到 一 些 因 
素 4 ,4 ，…,4， 的 影响 外 ,还 会 受到 随机 误差 的 影响 . 我 们 需要 研究 相关 因素 
4 4， ,4 对 天 影响 的 显著 性 如 何 ? 以 及 随机 误差 对 X 的 影响 有 多 大 ? 要 和解 
决 这 些 问 题 , 方 差分 析 就 一 种 有 效 的 统计 方法 .方差 分 析 可 分 为 单 因素 方差 分 析 
法 和 多 因素 方差 分 析 法 ,这 里 主要 讨论 单 因 素 的 情况 ， 

假设 指标 大 只 受 一 个 因素 4 的 影响 ,或 者 其 他 因素 都 不 变 , 或 在 一 个 确定 的 范 
围 内 变化 ,相应 的 这 类 问题 就 是 单 因素 方差 分 析 要 解决 的 问题. 对 于 因素 4 而 言 , 在 
试验 时 按照 相关 条 件 划分 的 等 级 或 依据 所 处 的 状态 划分 的 范围 称 为 因素 的 水 平 ， 

假设 因素 4 可 分 为 严 个 水 平 户 (= 1,2,……,m) ,在 每 个 水 平 上 都 做 了 n 次 
试验 ,其 试验 数据 如 下 ; 

水 平 生生 ，Xa，… ,和 其 样 本 均值 为 = 玫 玫 = 12，wm) 

实际 中 ,由 于 在 一 种 水 平 六 下 ,因素 4 是 确定 的 , 则 我 们 可 以 认为 不 同 次 的 
试验 结果 Xu ,Ko ,…, 世 之 间 的 差异 与 4 无 关 , 即 只 与 随机 误差 有 关 . 为 此 ,不 妨 
假设 & 服 从 于 正 态 分 布 N(Ui so) (= 1,2， ,mij=1,2，mn) ,其 中 心 (= 

2,…,mm) 一 般 不 同 ,但 是 ,如 果 因 素 4 对 指标 大 的 影响 程度 不 大 , 则 可 以 认为 
HA =Aa = … = 








8.3 方差 分 析 法 | 个 
对 于 水 平 玉 其 样本 方差 为 
2 1 - T 2 ， 
3 = 二 (35 - 和) (= 1 2，… 有) ， 


其 中 蕊 = 元 互 为 , 即 为 期 望 值 凡 (i=1,2,，,m) 的 估计 值 .于 是 由 普 个 水 平 
的 试验 结果 ,我 们 可 以 得 方差 o 的 估计 值 为 
92 = 0 二 这 


由 于 无 = 二 立 (Ci = 1,2,…m) 之 间 的 差异 反映 出 了 HA， (= 1.2，， 
m) 之 间 的 差异 ,于 是 可 有 蕊 ,于 ,…, 工 。 的 样本 均值 和 方差 


从 而 方差 8 反映 了 各 水 平 差异 所 产生 的 影响 ， 
由 于 问题 的 总 偏差 平方 和 为 
- 宇 宇 tn- 袜 Giy 7 区- -加 】 


=1 js1 


= 并 n( 忒 -?+ 了 工 ( 一 筷 )2， 


其 交叉 项 可 以 验证 为 0. 记 SS = 了 nm( 筷 - 旭 表示 因素 4 的 水 平 差异 所 产生 


的 影响 , 称 为 因素 4 平方 和 ” SSe = 2 ( 国 - 不) 表示 随机 误差 与 没有 考 
虑 到 的 其 他 因素 所 产生 的 综合 影响 , 称 为 "误差 平方 和 ”于 是 有 
SS = SS9 + SS， 

即 “总 平方 和 "可 以 分 解 为 “因素 4 平方 和 ”与 “误差 平方 和 "两 个 部 分 ， 

为 了 要 研究 因素 4 对 指标 不 的 影响 程度 ,只 要 研究 因素 4 平方 和 对 总 平方 
和 的 影响 程度 , 即 考虑 SS, 对 SS 的 影响 是 否 显著 . 注意 到 SS = SS, + SSe , 则 当 
SS 在 一 定 的 条 件 下 ,因素 4 的 影响 显著 , 即 若 SS, 较 大 时 ,SSs 就 较 小 ;相反 的 ， 
若 83, 较 小 时 ,SSe 就 较 大 . 而 且 SS, 与 8Se 是 相互 独立 的 ,计算 可 得 B( SS,) = 
(mm -1)e 和 兢 (SS.。) = 六 (mn -1)as ,于 是 有 - 

SS， 


二 二 -1D 0 
吕 ? 
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SSe 2 
记 $3, 与 SSs 的 均 方 分 别 为 MHS， 生 与 MMSe “= 元 (0521TJ, 即 都 是 和 的 无 偏 估 
计 . 因此 ,我 们 可 以 构造 二 
1 
3 = 
MMS 1 ? 
让 mi( 天 一 1 和 


则 忆 服 从 于 自由 度 为 (mm -1， m 人 (zz -1)) 的 尸 分 布 严 (m-1,m(n-1)) 给 定 显 
著 水 平 w( 取 0. 05 或 0.01) ， 查 忆 分 布 表 得 P。 ( 亚 -1,m(-1)), 并 通过 样本 值 
计算 忆 m -1,m(z-1l))i 比 较 二 者 则 有 

(1) 当 瓦 (到 -1， mm(z -1)) 时 ， 则 因素 4 对 式 的 影 
响 是 不 显著 的 ; 

(2) 当 Foo(m 1-1)) < 天 (下 下 几 ( 有 -1)) 入 本 (mm -1,m( 人 (一 
1) ) 时 , 则 因素 4 对 蕊 的 影响 是 显著 的 ; 

(3) 当天 (到 -1, 杰 (1)) > foo 下-|， (1)) 时 ， 则 因素 4 对 区 的 影 
响 是 非常 显著 的 . 

上 面 是 对 于 各 水 平凡 (=1,2，, 一 mm) 都 做 相同 次 数 的 试验 的 条 件 下 进行 的 
研究 ,而 对 于 不 同 的 试验 次 数 有 类 似 的 结果 ， 

假设 因素 4 可 分 为 严 个 水 平 户 (= 152，… ,下 ) ,在 每 个 水 平 上 分 别 做 了 普 ， 
ma nn 次 试验 , 且 六 +m +… +nn=m 其 试验 数据 为 于 TI (CE=1,2， 
…, 奴 ), 则 相应 的 有 | 


而 且 
3 Y (二 55， = 衬 w 人 元 -人 ,SS。， = Y Y ( 下 2 


纺 
= /=1 
SS， SS SS 
-本 ~ 人 (13 = 一 二 ,MMS = 一 
OF CI 到 一 


构造 统计 量 为 














下 = = 一 m)， 
”MMS。 
SS ， 
几 一 1 


给 定 显著 水 平 w( 取 0 05 或 0.01) , 查 王 分 布 表 得 已 全 三 (1))， 并 通过 
样本 值 计 算 Rm -1, 亚 (2 -1)) ,比较 二 者 则 同样 可 以 得 到 相应 的 判断 结果 ， 
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和 8. 4 相关 分 析 方 法 


在 许多 实际 问题 中 ,经 常 需要 研究 没有 因果 关系 ,处 于 平等 地 位 ,而 又 具有 
一 定 关联 的 两 个 变量 款 与 了 之 间 的 密切 程度 的 问题 ,这 类 问题 就 是 数理 统计 中 
的 相关 分 析 方 法 所 研究 的 问题 . 用 相关 分 析 方 法 所 得 出 的 两 个 变量 的 相关 关系 
是 指 统计 意义 下 的 相关 , 即 在 统计 意义 下 ,两 个 变量 的 取 值 存 在 着 一 定 的 关联 关 
系 , 这 并 不 一 定 说 明 这 两 个 变量 本 身 有 什么 直接 的 关系 . 


8. 4.1 ”相关 系数 


设 有 两 个 随机 变量 X 与 了 ,根据 数学 期 望 的 性 质 ,下 与 了 相互 独立 , 当 且 仅 当 
开 [ (天 - 开 8)(Y- Y)] = 玉 (KY) -BEY = 0， 


即 当 玖 [ (下 -EXK)(7Y-E7Y)] 关 0 时 , 必 有 式 与 了 不 相互 独立 , 则 其 值 就 反映 了 这 
两 个 随机 变量 之 间 的 取 值 关 系 ,我 们 称 之 为 随机 变量 民 与 了 的 协 方 问 (或 相关 
矩 ) , 记 为 Cov( 下 ,Z， 即 

Cov(X,Y) = 天 [(X- EXK)(Y- 有 7Y)]， 


虽然 协 方差 反映 了 区 与 了 之 间 的 一 定 关 系 ,但 它 还 不 能 从 数量 上 完全 反映 
出 双 与 了 之 间 的 密切 程度 ,主要 是 它 的 大 小 与 随机 变量 关于 它们 的 数学 期 望 的 
偏差 有 关 , 即 当 二 者 中 有 一 个 与 数学 期 望 的 偏差 很 大 时 ,即使 二 者 之 间 相 关 性 很 
小 ,其 协 方差 仍然 可 能 很 大 ,反之 亦 然 , 为 此 ,我们 将 随机 变量 怀 与 了 标准 化 , 即 
考虑 相应 的 随机 变量 








-了 工 -本 
VDX VD7 


于 是 ,我 们 把 藉 " 与 了 的 协 方差 Cov(X 7” ,了 ) 称 为 随机 变量 艺 与 了 的 相关 系数 ， 
记 为 上 EX,Y) 或, 即 
Cov( 工 ,了 ) 


VDX VD7 


显然 ,相关 系数 "是 一 个 无 量 纲 的 量 , 且 -1<r 和 1. 注 意 到 EX = 有 5Y” =0， 
DXY ”=D7Y”=1, 因 此 ,相关 系数 能 够 充分 地 反 有 映 了 随机 变量 工 与 了 之 间 的 相关 
程度 . 

例如 : 若 了 上 =ox+pb (ab 为 常数 ) , 则 >=1 (aca>0) 或 7>= -1 (a<0)， 

于 是 ,我 们 知道 相关 系数 "的 大 小 实质 上 只 是 反映 了 随机 变量 的 线性 相关 


rr = Cov(T ” ,了 ) = 
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程度 的 大 小 . 即 当 | r | 的 值 越 大 , 则 表明 X 与 之 间 的 线性 相关 程度 越 大 ,反之 亦 
然 . 当 |r| =1 时 表明 开 与 了 之 间 有 完全 线性 关系 , 称 之 为 完全 线性 相关 ; 当 r = 
0 时 表明 并 与 了 不 存在 线性 关系 , 称 之 为 不 线性 相关 ,但 此 时 不 能 说 明天 与 工 之 
间 不 存在 其 他 非 线性 的 函数 关系 


8. 4. 2 ”相关 性 检验 
设 有 随机 变量 蕊 与 y, 进 行 了 二 次 随机 试验 ,得 到 观测 值 分 别 为 (无 , 艺 ) 
G=12，m, 且 天 = 二 袜 世 了 = 二 并 也 则 定义 


> - -加 (7 -也 


位 有 并 人 - 交 


为 随机 变量 故 与 1 =1,2,…,m) 的 相关 系数 , 称 之 为 样本 相 
关系 数 . 实际 中 ,常常 用 样本 相关 系数 尺 作 为 相关 系数 估计 值 . 


| 8.5 最 优 评 卷 问题 ” 


8.s.1 问题 的 提出 


在 决定 竞赛 的 优胜 者 时 ,通常 需 评判 大 量 论文 , 设 有 忆 份 论文 ,由 于 资金 有 
限 ,参与 评审 的 评委 人 数 / 和 评判 时 间 都 是 有 限 的 . 

理想 情况 是 每 位 评委 评阅 每 份 论文 , 实 际 中 常用 逐步 淘汰 的 办 法 ,由 于 每 位 
评委 评阅 一 定数 量 的 论文 ,给 出 评价 ,之 后 ,用 某 种 挑选 方法 淘汰 一 部 分 ,再 次 评 
审 剩 下 的 论文 ,重复 以 上 过 程 , 当 仅 剩 下 允 份 论文 时 评审 终止 ,例如 设 P = 100， 
J=8, 了 有 =3, 假 设 有 某 种 绝对 的 、 评 委 们 均 无 异议 的 评判 准则 ,能 得 到 2 克 篇 最 
好 "论文 . 设计 一 个 挑选 方案 达到 如 下 要 求 : 

(1) 按 此 方案 评审 论文 ,最 终 得 到 罗 篇 论文 ,而 且 使 得 每 位 评委 评阅 的 论 
文 数 尽 可 能 少 ; 

(2) 保证 最 终 得 到 的 下 篇 论文 在 2 多 篇 最 好 论文 中 ; 

(3) 注意 考虑 "系统 偏差 ; 

《4) 此 方案 要 使 得 参数 已 ,J ,不 可 变化 . 








@@ 本 案例 选 自 1996 年 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 B 题 ,根据 信息 工程 大 学 信息 工程 学 院 彭 昌 勇 , 豆 
朝阳 , 刘 劲 松 的 论文 ( 获 MCM 一 等 奖 ) 整 理 . 
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8. 5.2 模型 的 假设 与 符号 约定 ， 


1， 模 型 的 假设 

(1) 评审 论文 有 一 个 客观 标准 ,评委 是 权威 旦 公正 的 ,将 严格 按照 此 标准 评 
审 论文 . 在 上 述 标准 下 ,对 论文 从 1 到 己 随 机 编号 ,论文 下 存在 一 个 绝对 分 数 
Si(E=1,2,…,P) ,绝对 分 数 反映 的 是 该 篇 论文 的 客观 水 平 ,S, 可 看 成 是 无 数 评 
委 对 论文 天 评分 后 的 平均 分 ,并 设 8 服从 于 期 望 为 轿 , 均 方差 为 4 的 正 态 分 布 
N(m,d) 

(2) 评委 们 按照 这 样 一 种 评判 准则 :每 个 评委 阅读 每 份 论文 并 给 出 论文 的 
分 数 , 最 后 将 每 份 论文 的 了 个 分 数 的 平均 值 作为 论文 的 最 后 得 分 ,并 依 此 排序 ， 
前 2 允 篇 论文 为 最 好 的 ,评委 对 此 准则 无 异议 

(3) 评委 的 评分 存在 系统 偏差 ,所 有 评委 的 系统 偏差 服从 正 态 分 布 V(0,D )， 
评委 / 对 论文 丰 的 最 终 评分 纪 服 从 正 态 分 布 W(S, + Ax ,cr) ,As 为 评委 /的 系 
统 偏差 ， 

(4) 不 同 评委 的 评分 是 相互 独立 的 ,同一 评委 对 不 同 论文 的 评分 也 是 相互 
独立 的 , 

2， 符 号 约定 

Ax 表示 j/ 个 评委 评分 的 最 大 系统 误差 ;D 表示 评委 的 系统 偏差 所 成 分 布 
的 均 方 差 ;c 表示 评委 评分 的 均 方 差 1G, 表示 了 名 评委 的 总 工作 量 ; C.。 表 示 每 个 

二 


C 
评委 平均 工作 量 | 了 | 忆 = 了 立 织 表示 1 个 评委 户 几 ， 志 的 平均 分 , 称 为 ! 标 


准 分 (1 = 1.2， 7) 39 vv 表示 样本 :万 = 六 并 人 表示 样本 均值 ;5 = 


方 并 (7 - 丈 ? 表 示 样本 方差 ni 表示 第 ; 轮 和 节选 后 剩 下 的 论文 数 ;C, 表示 方案 4 


中 第 ; 轮 的 最 后 删除 线 ;dv 表示 样本 中 第 不 名 的 了 标准 分 ;及 表示 模拟 中 满足 最 
后 评选 出 的 不 名 在 “最 好 的 “2 多 名 中 的 条 件 的 成 功率 , 


8. 5.3 ”模型 的 建立 与 求解 


下 面 按 不 同 的 分 组 规则 ,分别 给 出 四 种 不 同 的 逐 轮 淘汰 的 评审 方案 . 

方案 (一 ) : 

第 工 轮 : 将 忆 篇 论文 平均 分 成 了 组 ,每 位 评委 评审 一 组 并 判 分 ,将 所 有 篇 
论文 的 得 分 排序 , 取 前 mu 名 (如 P=100 时 ,mm =12) 进 入 第 2 轮 ， 


第 2 轮 : 将 由 篇 论文 分 成 2 组 ,每 组 沁 名 评委 . 通过 适当 分 组 ,尽量 使 得 每 


@ 低 | 第 八 章 ”数理 统计 方法 


组 的 论文 都 是 该 组 评委 未 曾 看 过 的 (可 在 论文 上 做 标志 达到 此 目的 ), 综合 论文 
第 1 轮 , 第 2 轮 得 分 取 平 均 分 ,将 所 有 m 篇 论文 排序 , 取 前 2 多 篇 人 选 第 3 轮 . 
第 3 轮 : 所 有 评委 评阅 这 2 篇 论文 中 未 曾 评阅 的 论文 ,然后 按 了 标准 分 


( 即 刀 = 于 六 纪 ) 排序 , 取 前 名 为 优胜 者 . 

方案 (二 ) : 

第 1 轮 : 将 篇 论文 平均 分 为 邯 组 ,每 组 2 名 评委 ,评分 后 ,根据 2 标准 分 将 
所 有 简 论文 排序 , 取 前 m 名 人 选 第 2 轮 ( 如 :已 = 100 时 ,m = 12)， 

第 2 轮 : 将 人 选 的 m 篇 论文 分 为 2 组 ,每 组 半 名 评委 ,适当 分 组 ,尽量 使 得 


每 组 的 论文 都 是 该 组 评委 未 曾 看 过 的 , 综合 该 论文 第 1 轮 , 第 2 轮 得 分 , 取 平 均 
分 统一 排序 , 取 前 m( 如 :P=100 时 ,m =6) 篇 进入 第 3 轮 ， 

第 3 轮 : 所 有 评委 评阅 这 简 中 未 曾 阅 过 的 论文 ,然后 按 J 标准 分 排序 , 取 
前 多 名 为 优胜 者 ， 

方案 (三 ) : 


第 1 轮 : 将 篇 论文 分 成 二 组 ,每 组 按 2 标准 分 排序 , 取 每 组 的 前 一 _ 简 ， 


了 
( 志 

共 m 篇 (如 忆 =100 时 ;ni =12) 进 入 下 一 轮 ， 
第 2 轮 : 将 该 mm 篇 论文 分 为 2 组 ,每 组 亡 二 名 评委 . 分 组 应 确保 每 篇 论文 该 


所 有 评委 都 未 曾 评阅 过 ,根据 { 7) 标准 分 排序 ,每 组 选 前 节 简 共 n: 简 (如 已 = 


100 时 ,mw =6) 进 入 第 3 轮 ， 

第 3 轮 : 所 有 评委 评阅 该 m 篇 论文 中 未 曾 阅 过 的 论文 ,然后 按 ] 标准 分 排 
序 , 取 前 双 名 为 优胜 者 ， 

方案 (四 ) : 

先 随机 抽取 YV 篇 论文 ,让 所 有 J/ 位 评委 评阅 ,根据 N 篇 论文 的 J 标准 分 在 
95%% 的 置信 水 平 下 估计 出 疡 篇 论文 的 整体 实力 分 布 ,假设 服从 正 态 分 布 W(m,d) ， 
然后 根据 此 分 布 ,同时 考虑 到 抽样 的 误差 及 评委 的 评分 误差 ,最 后 确定 删除 分 数 
线 Ci 


设 抽取 的 样本 为 ,ms，…,nw， 其 均值 为 万 = 方 六 ,方差 为 = 


方 习 (nm - 罗 *， 根据 抽样 理论 有 


8.5 最 优 评 卷 门 题 | 洁 
/2 二 玫 NS ， 
到 -人 N 1D)， 庆 ~ (CN -1)， 


我 们 取 WwW = 30 ,可 得 总 体 实 力 均值 话 与 均 方 差 4 的 置信 水 平 为 95% 的 区 间 
估计 分 别 为 [万 -0.38, 万 +0.38S] 和 [0.828,1.353]. 

我 们 希望 将 “最 好 ”的 2 多 篇 论文 之 外 的 论文 尽 可 能 的 在 最 少 的 评委 评阅 后 
将 其 剔除 ,为 此 我 们 首先 将 样本 论文 之 外 的 已 ~-W 篇 论文 分 为 了 组 ,每 组 的 编号 
依次 为 gg ，…,8) 将 评委 也 依次 编号 , 记 为 巴 , 瑟 ，… 已 ), 

第 工 轮 : 将 第 ;组 论文 交 评 委 玉 人 =1,2,…,J) 评 阅 , 其 他 轮 中 评委 与 论文 
的 对 应 关系 如 表 8 - 1， 


表 8-1 评委 评阅 论文 的 次 序 








评分 后 , 按 每 篇 论文 的 得 分 , 即 1 标准 分 统一 排序 . 在 确定 删除 分 数 线 时 ,应 
将 评委 评阅 的 最 大 误差 考虑 进去 . 

评委 轧 对 论文 上 的 评分 如 与 该 论文 的 绝对 分 数 S 的 偏差 由 两 部 分 组 成 : 
一 部 分 是 评委 的 系统 偏差 As , 另 一 部 分 是 由 评委 评分 时 的 随机 性 引起 的 . 不 妨 
可 设 如 - N(S4 + Az,z) ,假设 / 个 评委 的 平均 分 无 系统 误差 , 即 忆 (了 也 如 ] 


= S,， 现在 只 要 知道 1 标准 分 与 / 标准 分 的 差 - 妃 的 最 大 值 ,再 由 抽样 信息 ， 
就 可 以 确定 出 一 个 删除 分 数 线 4 
由 


可 得 
EPE -Pi) =S+An -S = Axi， 
由 假设 (4) , 鼠 是 相互 独立 的 ,所 以 
本 太太 1 ; 。 7 立 
DCP -P) = 吕 计 (7 - 三 局 )] = 训 c*， 
(iD 


于 是 页 - 瓦 -| 霹 | 上 民 v] , 据 3 原则 有 


| 下- 忆 | <Ax +3 语 c 二 
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可 取 于 汪汪 
max(P -已 ) 和 Ax 忆 +2.8c. 

查 正 态 分 布 表 , 可 得 第 2 刺 名 的 分 数 线 为 mm+1.89d, 首 ,d 只 能 用 样本 均值 7 
和 均 方 差 $ 代替 ,但 是 同时 要 考虑 到 抽样 的 误差 及 1 标准 分 与 了 标准 分 之 差 ,只 
有 充分 考虑 到 这 些 误 差 ,才能 完全 保证 前 夏 名 人 选 第 2 轮 . 

综合 以 上 得 ,删除 分 数 线 为 二 关 半 

4，=1.89(S -0.358) + (万 -0.3S) - max(PI - 已 ) 
=7 了 +0.938 - Ax0) - 2.8cr， 

另外 ,由 于 样本 的 7y 标准 分 已 经 确定 ,可 得 样本 的 第 2 多 名 的 了 标准 分 

dv， 令 

42 = di。 - max(P - 已 ) ， 
则 第 1 轮 最 后 的 删除 分 数 线 为 C, = max(4: ,4: ) ,删除 每 组 中 分 数 在 C, 以 下 的 
论文 ， 

第 2 轮 : 将 第 1 组 论文 中 保留 下 来 的 论文 送 评委 了 评阅 ,第 :组 的 保留 论 
文 送 评委 也 -4i=1,2，…7) 评 阅 , 评 分 后 , 按 每 篇 论文 在 前 2 轮 得 分 的 平均 值 ， 
即 2 标准 分 统一 排序 ,只 要 找 出 2 标准 分 与 了 标准 分 的 最 大 差距 , 即 可 用 类 似 第 
1 轮 的 方法 确定 出 最 后 的 删除 分 数 线 C: 事实 上 ,由 

D_ D1 _ Ax)， + Axh VG 
机 -可 -Me 和 和 全 
最 后 确定 
max(P2 - 已:) 呈 Ax 人 te + 46w， 
C，= max( 万 - 0.398 - max(P2 - P) ,dy - max(P - 己 ))， 
重复 上 述 过 程 可 得 本 四 
4 =7 了 -0.398 - max(P - 己 ),4， = dy - max(P -已 )， 
则 删除 分 数 线 为 C, = max(4， ,42). 

注意 到 ,按照 我 们 的 分 组 方法 ,可 以 确保 第 上 轮 后 都 能 得 到 每 篇 论文 的 上 标 
准 分 , 当 4> 郊 时 ,就 使 得 每 篇 论文 都 有 已 超过 半数 的 评委 评阅 , 故 可 认为 已 提供 
了 较 多 的 信息 量 , 因 此 ,可 将 本 轮 的 -: 篇 论文 按 上 标准 分 排序 选 优 . 

设 第 2 下 名 的 上 标准 分 为 PPw, 从 而 确定 删除 分 数 线 为 

，= max(T2w 一 max( P! - 已 ) ,da 一 max(P - 已) )， 

重复 此 过 程 , 直 至 最 后 剩 下 的 论文 数量 很 少时 (论文 总 数 的 4 旬 以 内 ) ,让 每 
位 评委 都 评阅 他 未 曾 评 阅 过 的 所 有 人 选 论文 ,将 所 有 剩 下 的 论文 按 了 标准 分 排 
序 , 取 前 丈 名 为 优胜 者 . 


8.5 最 优 评 卷 问 题 | 作 


这 样 就 给 出 了 一 个 具体 算法 ,注意 到 max( 已 - 已 ) 可 用 Ax'. 与 e 表示 , 因 
此 该 算法 仅 涉及 两 个 未 知 参 数 Ax' ,与 e, 在 对 上 述 参 数 合理 估计 的 情况 下 ,最 
后 用 计算 机 模拟 得 出 了 令 人 满意 的 结果 ， 


8. 5.4 ”模型 的 模拟 检验 及 性 能 分 析 


方案 (一 ) : 
检验 :在 P=100,J=8, 到 =3,D=5,oc=5 条 件 下 ,对 不 同 的 m,d,m 值 进行 
了 模拟 ,发 现 普 的 变化 对 结果 影响 甚 微 ,主要 数据 结果 如 表 8 -2(m =50 时 )， 
表 8-2 方案 (一 ) 的 检验 结果 








考虑 一 般 的 情形 时 ,我 们 推荐 wm% = 12, 可 保证 尺 在 99.0% 以 上 . 总 工作 量 
C, =166 篇 ,C., =21 篇 . 

评价 : (1) 此 方案 工作 量 最 小 ; 

(2) 在 d>7.5 情况 下 ,具有 相当 高 的 成 功率 . 一 般 认 为 论文 的 总 体 方差 
4>7.5 的 条 件 是 很 容易 满足 的 ; 

(3) 因为 第 1 轮 仅 考 虑 1 名 评委 的 意见 , 故 系统 偏差 的 均 方差 D 和 评委 评 
分 的 均 方 差 比 较 大 时 ,性 能 会 有 所 下 降 . 

方案 (二 ) : 

检验 : 取 已 =100,J=8, 多 =3 条 件 下 ,我 们 对 不 同 的 mm,d 进行 模拟 来 初步 
确定 nm ,mn 的 值 ,m 取 值 范围 (40 ,50,60) ,4 取 值 范围 (7.5,10 ,13). 主要 结果 如 
表 8-3(m =50 时 )， 


表 8-3 方案 (二 ) 的 检验 结果 
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在 4 未 知 时 ,推荐 使 用 mm = 16,m = 6. 

评价 :1) 具有 较 高 的 精度 ; 

《2) 比方 案 (三 ) 更 能 适应 忆 较 大 的 情形 ; 

(3) 总 工作 量 偏 大 . 

方案 (三 ) : 

检验 : 取 忆 =100,J1=8, 多 =3,D=5,c=5 时 ,我 们 对 不 同 的 m,d,n ,nm 值 
进行 了 模拟 ,mm 的 取 值 范围 (40,45 ,50,60) ,4 的 取 值 范围 (3.5,7.5,10,13). 结 
果 表 明 普 值 的 变化 对 mm ,ns 影响 甚 微 ,而 4 值 变化 影响 较 大 . 在 实际 运用 时 ,要 
根据 不 同 4 值 选 取 mw ,ma 的 值 ,主要 结果 如 表 8 - 4. 

表 8-4 方案 (三 ) 的 检验 结果 














在 4 值 未 知 时 ,建议 采用 由 =16,m 和 =6. 

评价 : (1) 方案 (三 ) 简 单 易 行 ; 

《2) 只 要 mm ,m 值 合 理 , 即 便 在 d 值 很 小 时 ,也 能 保证 相当 高 的 成 功率 ; 

〈3) 因为 每 轮 是 从 每 组 中 选 出 前 若干 名 , 故 可 大 大 减 小 系统 偏差 的 均 方差 
已 的 影响 ; 

〈4) 工作 量 C。 偏 大 . 

方案 (四 ) : 

检验 : 在 已 =100,J=8, 克 =3 的 情况 下 ,在 不 同 的 亚 ,d 下 ,用 计算 机 分 别 模 
拟 了 500 次 ,得 出 如 下 结果 :平均 总 工作 量 取 =1 400 ,每 个 评委 平均 工作 量 为 


酚 
We = 了 =157 篇, 即 每 个 评委 只 要 评阅 5 = 35% 的 论文 , 即 可 评选 出 符合 条 件 


的 前 不 名 . 

评价 : 〈1) 均值 严 的 变化 对 总 工作 量 影响 甚 微 ; 

《2) 均 方 差 4 对 总 工作 量 有 一 定 的 影响 , 当 较 大 时 ,总 工作 量 较 小 ; 当 4 
较 小 时 ,总 工作 量 较 大 ; 

(3) 经 过 5 轮 筛选 后 ,不管 m,d 取 何 值 , 剩 下 论文 数 基 本 保持 不 变 , 约 为 
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的 4% ; 
(4) 成 功率 为 10020， 


8. 5.S 模型 的 讨论 与 评价 


1， 关于 参数 P.J 1 变化 的 讨论 

(1) 小 己 时 ,适宜 采用 方案 (一 ) (二 )、( 三 ); 大 P(P>400) 时 ,优先 考虑 
方案 (四 ) ,此 时 几 交 的 变化 仍 不 影响 方案 (四 ) 的 可 行 性 ; 

(2) 小 罗 时 ,方案 (三 ) 能 提供 足够 高 的 精度 ;大 多 时 ,方案 (二 ) 效 率 显得 
较 高 ; 

(3) 小 了 时 ,可 采用 方案 (一 );* 大 了 时 ,可 倾向 于 采用 方案 (二 ) 、 或 方案 
(三 )， 

2 模型 的 优点 

(1) 给 出 了 确定 “最 好 ”的 2 及 篇 论文 的 方案 ,此 方案 简单 易 行 , 令 人 信服 ; 

(2) 假设 合理 ,充分 考虑 了 评委 评分 的 随机 因素 及 评委 间 的 “系统 偏差 ”， 
从 而 保证 了 模型 的 通用 性 ; 

(3) 根据 综合 评价 需要 ,对 已 J .多 的 变化 可 以 有 针对 性 选取 一 种 或 两 三 种 
方案 的 组 合 ,机 动 灵 活 , 以 达到 最 佳 效 果 ; 

(4) 对 己 很 大 的 情形 ,方案 (四 ) 是 非常 有 效 的 ,将 极 大 减轻 评委 的 工作 量 ; 

(5) 对 重要 参数 n ,mw 提供 了 推荐 值 ,方便 适用 

3， 模 型 的 缺点 

(1) 方案 (一 ) (二 )、( 三 ) 中 ,参数 ww,m 的 确定 主要 是 任 主 观 估计 给 出 
的 ,这 可 以 用 统计 的 方法 估计 普 ,d 来 解决 

(2) 方案 (四 ) 中 参数 界限 的 估计 带 有 较 大 的 主观 性 . 


8.6 参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 经 济 增长 问题 一 一 文献 [1] :9 一 22 

(2) 自动 化 机 床 问题 一 一 文献 [3] :412 一 440 

(3) 海洋 噪声 的 频率 分 析 问题 一 一 文献 [3 ] :14 一 27 

(4) 胃 瘤 的 鉴别 问题 一 一 文献 [4] :47 一 48 

(5) 学 生 考 试 成 绩 的 分 布 问题 一 一 文献 [5 ] :196 一 197 

(6) 零件 参数 的 设计 问题 一 一 文献 [2] :252 一 275 

2 参考 文献 

[1 叶 其 孝 . 大 学 生 数学 建 模 竞赛 辅导 教材 (二 ), 长 沙 : 湖 南 教 育 出 版 
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社 ,1997 

[2] 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 . 全 国 大 学 生 数学 建 模 竞 赛 优 秀 论 文 
集 , 北京 :中国 物价 出 版 社 ,2002 

[3] 汪 国 强 . 数学 建 模 优秀 案例 选编 广州 :华南 理工 大 学 出 版 社 ,1998 

[4] 刘 承 平 . 数学 建 模 方法 , 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2002 

[5] 赵 静 ,但 琦 等 , 数学 建 模 与 数学 实验 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2000 

[6] 中 山大 学 . 概率 论 及 数理 统计 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1984 

[7] 陈 购 . 应 用 概率 统计 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,2000 








回归 分 析 方法 是 统计 分 析 的 重要 组 成 部 分 ,用 回归 分 析 方法 来 研究 建 模 问 
题 是 一 种 常用 的 有 效 方法 , 什么 是 回归 分 析 呢 ? 大 家 知道 :数学 分 析 ( 或 高 等 数 
学 ) 是 研究 连续 变量 之 间 的 关系 , 泛 函 分 析 是 研究 函数 集 之 间 的 关系 ,而 回归 分 
析 是 研究 随机 变量 之 间 的 关系 ， 回归 分 析 方法 一 般 与 实际 联系 比较 密切 ,因为 随 
机 变量 的 取 值 是 随机 的 ,大 多 数 是 通过 试验 得 到 的 ,这 种 来 自 于 实际 中 与 随机 变 
量 相关 的 数学 模型 的 准确 度 ( 可 信 度 ) 如 何 , 需 通 过 进一步 的 统计 试验 来 判断 其 
模型 中 随机 变量 (回归 变量 ) 的 显著 性 ,而 且 , 往 往 需要 经 过 反复 地 进行 检验 和 
修改 模型 ,直到 得 到 最 佳 的 结果 ， 最 后 应 用 于 实际 中 去 ， 

回归 分 析 的 主要 内 容 是 : 

(1) 从 一 组 数据 出 发 ， 确定 这 些 变量 (参数 ) 间 的 定量 关系 (回归 模型)， 

(2) 对 模型 的 可 信 度 进行 统计 检验 ; 

(3) 从 有 关 的 许多 变量 中 ， 判断 变量 的 显著 性 ( 即 娜 些 是 显著 的 ,哪些 是 不 
显著 的 ,显著 的 保留 ,不 显著 的 忽略 ); 

(4) 应 用 结果 是 对 实际 问题 做 出 的 判断 ， 

回归 分 析 的 第 一 步 , 是 要 建立 模型 ， 即 函数 关系 ,其 自 变量 称 为 回归 变量 ， 因 
变量 称 为 应 变量 或 响应 变量 . 如 果 模 型 中 只 含有 一 个 回归 变量 , 称 为 一 元 回归 模 
型 ,否则 称 为 多 元 回归 模型 (实际 中 所 见 的 大 都 是 线性 回归 模型 , 非 线 性 的 一 般 
可 以 化 为 线性 的 来 处 理 , 例 如 :用 泰勒 (Taylor) 展 开 法 作 局 部 线性 化 ) ,为 了 便于 
理解 ,首先 讨论 一 元 的 情况 . 
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9.1.1 一 元 线性 回归 模型 


1 一般 形 式 
一 元 回归 模型 的 一 _ 服 形式 记 为 
mxz) = Bo +pBix， 
并 设 观测 值 为 y, 则 
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yY =B,+pBxy+e2， 1 以 9.1) 

其 中 Bo,p, 是 未 知 的 待定 常数 , 称 为 回归 系数 ;* 是 回归 变量 ,可 以 是 随机 变量 ， 
也 可 以 是 一 般 变 量 ;s 是 随机 因素 对 响应 变量 y 所 产生 的 影响 一 一 随机 误差 ,也 
是 随机 变 基 . 为 了 便于 作 估 计 和 假设 检验 ,总 是 假设 B(e) =0,D(e) =c3, 亦 即 
e~N(0,c ) , 则 随机 变量 y ~N(B, +Bix,a?)， 

2， 模 型 的 分 析 

假设 有 一 组 试验 数据 (zi 7;) (=1,2,…,n) ,并 假设 y(i=1,2,…,n) 是 相 
互 独立 的 随机 变量 , 则 有 

和 = +Bxi+eil = 1)2， 7 

其 中 2 是 相互 独立 的 , 且 ei~NW(0,a2) 7 ~NCB +Biaia2)(=12， ,nm)， 

若 用 所,B, 分 别 表示 Bo,B, 的 估计 值 , 则 称 》 = 所 + ix 为 了 关于 x 的 一 元 线 
性 回归 方程 , 要 研究 的 问题 是 ， 

(1) 如 何 根据 (% ,yi)(i=1,2,…)n) 来 求 B。,B, 的 估计 值 ? 

《2) 如 何 检验 回归 方程 的 可 信和 度 呢 ? 

要 解决 第 一 个 问题 ,通常 采用 最 小 二 乘 估计 ,第 二 个 问题 采用 统计 检验 的 
方法 . 


9.1.2 参数 B,,B, 的 最 小 二 乘 估计 

1. 最 小 二 乘法 

用 最 小 二 乘法 估计 Bo。,B, 的 值 , 即 取 Bu,B, 的 一 组 估计 值 应 ,后 使 其 随机 误 
差 s; 的 平方 和 达到 最 小 ,即使 y 与 多 = 把 + 启 x; 的 拟 合 最 佳 . 若 记 





(Bo,B) = Y(r -6 -Bax 
则 
0( 启 启 ) = Rin0(BoB) = 王 (7 - 房 - 记 ao) 
显然 CQ(B,B, ) >0, 且 关于 Bo,B, 可 微 , 则 由 多 元 函数 存在 极 值 的 必要 条 件 得 





00 m 
CE = 0， ， 一 二 ,) = 0， 
尼 (po.61) 而 下 (Ci -Bo -Baxi) 

Q 0 
0B， popn 间 《y po xi)ai = 0， 


pB。 = 7 -Bix， 


此 方程 称 为 正规 方程 组 ,求解 可 以 得 到 | 
B，= AL]， 
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称 8,,B8, 为 B,B, 的 最 小 二 乘 估计 ,其 中 
可 1 -了 和 2 1 二 2 
7 -二 >， 站 -二 忆 xs， 1.，= 说 二 列 骂 记 - 克 ( 辫 二 ) ， 


二 2 上 及 失 
-车 O- 妃 = 对 sr- 二 (位 a)( 立 放 
2. 8,,B, 的 性 质 
1 和 
(GD 房 -Lp 人 (元 + 三) 


二 


Cr 
(2) 语 ~ X(P， 末 ) ; 
(3) Cov(6， ,6 ) = 一 六 


事实 上 ,BE( 记 ) = Bl,D( 记 ) = ( 仁 + 和) :ECB) = BD() = 元 由 


此 可 知 且 ,8, 是 B,,B, 的 无 偏 估计 . 从 而 可 以 得 到 对 固定 的 * 有 
BE(9) = B( 记 +x) = B(B) + EBD)x =Bo+Bix =(7)， 
即 乡 是 y 的 无 偏 估 计 , 且 有 
D(7) =D(8 +pbx) = DB) +D(B)x2 +2Cov(6 p)x 
= [二 ， 公 全 |]o， 


歼 9 -MB +Bi,[ 二 + 人 于 全 -]w] , 即 了 是 9() 的 无 偏 估计 


9.1.3 ”回归 方程 的 显著 性 检验 


前 面 是 根据 回归 方程 y = Bo +Bix 求 出 了 估计 值 记 ,B ,从 而 有 乡 =B +Bix, 
现在 的 问题 是 :y 与 * 之 间 是 否 确实 存在 这 种 关系 ? 即 回归 方程 是 否 一 定 有 意 
义 ? 即 当 * 变化 时 ,y 是 否 为 一 常数 ?也 就 是 说 B, 是 否 为 0? 这 就 需要 对 回归 
方程 作 显 著 性 检验 ， 

实际 上 ,只 要 检验 B, =0 是 否 为 真 ,这 就 需要 建立 一 个 检验 的 统计 量 . 

先 考虑 总 偏差 的 平方 和 S51 = 袜 (7 - 忆 ”， 即 表示 为， ,y 之 间 的 关 


异 , 将 其 分 解 为 两 个 部 分 , 即 
到 0 二 站 
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(为 
def 
-一 一 33。 + 5， 

事实 上 ,由 正规 方程 组 知 

让 (了 ( 放 - 力 = 科 (7 - 房 - 启 a)( 遍 + 记忆 


三 间 (y - -Bixi)( -y) + 刘 (Yi - -Bizi)x， 
= 0. 


即 回归 平方 和 为 SS。 = (多 - 郑 ) ，, 残 差 平方 和 (或 剩余 平方 和 ) 为 89。 = 


之 (y 二 儿 ) ， 
实际 上 ,SS, 是 由 回归 变量 的 变化 所 引起 的 误差 , 它 的 大 小 反映 了 >x 的 重 
要 程度 ,而 $S。 是 由 随机 误差 和 其 他 未 加 控制 的 因素 所 引起 的 误差， 因此 ,我们 


现在 主要 考虑 回归 平方 和 SSx 在 总 的 平方 和 85， * 中 所 占 的 比重 , 记 丸 = 5354, 和 


为 复 相关 系数 ， 用 尽 的 大 小 来 评价 模型 的 有 效 性 . 尽 越 大 , 则 反映 了 回归 变量 与 
响应 变量 之 间 的 函数 关系 越 密切 ,一 般 0<Rsl ,但 丸 要 多 大 才 认为 函数 关系 的 
存在 呢 ? 这 就 需要 给 出 一 个 临界 值 ,为 此 引进 严 统计 量 . 

由 于 每 一 个 平方 和 都 有 一 个 自由 度 (free)( 即 相互 独立 , 且 服 从 N(40,1) 的 
随机 变量 的 个 数 ) ,用 /表示 . 则 总 偏差 平方 和 的 自由 度 为 广 = 总 观测 个 数 - 工 = 
"1 回归 平方 和 的 自由 度 为 六 = 回归 系数 个 数 -1=2-1 =1; 残 差 平 方 和 的 自 


由 度 为 记 = 广 - 庆 =ma -2, 于 是 98， 的 均 方 为 MMS， = 





的 9 
由 房 , 启 的 性 质 可 以 证 明 : 当 B =0 时 ,有 (SS ) =o2,E(CNS ) =- 直 [ 守 ) 有 
a , 即 说 明 当 B, =0 时 MsS， 是 残 差 的 无 偏差 估计 . 在 我 们 的 假设 下 (se 为 独立 ， 


MS， 
同 服从 标准 正 态 分 布 ) , 则 回归 均 方 WMS。 = SS， 与 残 差 均 方 的 比值 下 = 1 = 





SS 
吕 -77 二 5 是 统计 量 , 即 
素 汪 涟 (A 大 和 二 2 


在 B, =0 的 假设 下 ,给 定 一 个 模型 的 显著 水 平 w( 一 般 取 0.01 或 0. 05 ) ,可 
通过 查 表 得 到 下 分 布 的 值 , 记 为 忆 (1 汪 -2). 如 果 
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PIPRs<P(ln-2)18 =0|=1-aw>0.95， 
则 表明 到 >Ee(1, -2) 是 小 概率 事件 ,在 一 次 检验 中 是 不 会 发 生 的 , 如 果 确 实 
算出 RCI -2) >PFe(la -2), 则 说 明 B =0 的 假设 不 成 立 , 即 模型 中 一 次 项 
”px 是 必要 的 ,是 不 可 少 的 . 换言之 ,模型 对 水 平 a 而 言 是 显著 的 ,反之 是 不 显 
著 的 ， 
9》.1.4 回归 方程 的 拟 合 检验 


通过 对 回归 方程 的 显著 性 检验 ,在 显著 的 情况 下 , 即 说 明 * 对 y 的 影响 是 主 
要 的 ,但 不 能 肯定 y 与 * 的 关系 一 定 是 线性 的 ,也 可 能 是 非 线性 的 ,也 可 能 还 存 
在 其 他 的 影响 因素 ,为 此 ,就 需要 在 同一 个 迪 下 进行 重复 试验 ,检验 回归 方程 的 
拟 合 问题 . 

假设 对 同一 个 *, ,进行 m;, 次 试验 ,得 到 观测 数据 (xy ) =1,2,，…,m,(1 
is 和 za) , 即 共 有 N = 之 mi 组 独立 观测 数据 ,由 此 来 检验 7(x) =pB, +pBix 是 否 


为 真 ， 
为 了 建立 统计 量 ,考虑 相应 的 残 差 平 方 和 


SS,，= 三 志 (yy 一方) 


二 > 》 《yi 一 六 六 十 mi( 了 7 一 放 ) 《利用 正规 方程 组 ) 


1=1 7= 


= SS + SS，， 
其 中 元 = 工 实 yy 为 第 ;组 试验 数据 的 平均 值 


SS。 = 之 兰 (yyr - 世 ) 表示 试验 中 的 随机 误差 平方 和 , 自由 度 为 = 
AN -了 
SSw。= 之 mi( 克 -多 ) 表示 模型 中 其 他 影响 因素 所 产生 的 误差 平方 和 , 称 


为 模型 误差 平方 和 (或 失 拟 平 方 和 ) ,其 自由 度 为 内. = 于 - 2. 
在 回归 方程 为 真 的 假设 下 , 则 有 


和 =pBot+Boxit+er = 12 0 = 2， 


其 中 2 是 相互 独立 的 , 且 六 ~N(0,c) (2 =1,2，…)P 洒 =1,2,，…，, 邦 ). 则 
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玉 (SSw) = (mn-2)o ,BE(SS) = (N -mm)o2， 








SSw。 ES 939， 下 > 和 ， 
印 中 5] 2 ,2 75 = ,而 3Suw. 与 9$, 是 相互 独立 的 ,由 好 分 布 的 性 质 
可 知 
SS SS ， 
MX 2) MX (Nm)， 
因此 
1hSSw。 潮 SS AP 一 2 
F = = Cs) = PC -2 -nm) 


可 作为 检验 模型 拟 合 的 统计 量 , 即 给 定 一 个 显著 水 平 w(0. 01 ~ 0.05) ,对 应 地 可 
查 表 得 到 下 分 布 值 P(n -2,N -mm)， 

如 果 计 算出 F(n -2,W-n) <Fo(n-2,V-n), 则 说 明 模型 的 拟 合 是 好 的 ， 
即 其 他 因素 所 产生 的 误差 不 明显 ,是 不 显著 的 . 

如 果 计算 出 F(n -2,N-n) >Fe(n-2,N-nm), 则 说 明 模 型 的 拟 合 是 不 好 
的 , 即 其 他 因素 所 产生 的 误差 超过 了 试验 误差 ,是 显著 的 ,需要 进一步 改进 模型 . 
这 有 两 种 可 能 :一 种 是 y 不 是 * 的 线性 关系 ; 另 一 种 是 回归 变量 的 个 数 不 够 , 需 
要 增加 新 的 变量 ,究竟 属于 负 一 种 需要 找 出 原因 做 进一步 的 改进 , 

以 上 我 们 讨论 了 一 元 线性 模型 估计 和 显著 性 、 拟 合 性 的 检验 方法 ,对 于 多 元 
线性 模型 也 是 类 似 的 . 


有 和 .2 多 元 线性 回归 方法 


和 2.1 多 元 线性 回归 模型 
多 元 线性 回归 模型 的 一 般 形式 为 

TU) = Bipi() + Bapa(z) + …+Bopo(a)， 〈9.2) 
令 

7 = Bepi(e) +pBps(z) +…+Bopn(u) +ei (9.3) 


其 中 为 随机 误差 , 且 服 从 于 N(0,o ) ,pi(ze) (=1,2,…,m) 均 为 实际 问题 的 
解释 变量 ,是 已 知 函 数 . 
假设 作 了 ) 次 试验 ,得 到 ”组 观测 值 为 
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代 和 人 (9.3) 中 可 得 
人 
| = 1 ,2，…) 刀 ， 
其 中 e,; 为 第 守 次 试验 时 的 随机 误差 , 且 相 互 独立 同 服从 于 N(0,c )， 
该 模型 关于 回归 系数 B, ,8B:,,…,B, 是 线性 的 ,， 一般 是 向 量 ， 
为 了 方便 ,引入 矩阵 记号 : 


(ii) ga( 本 ) … pa() B， 
y - ya2 = 21(z2 ) oz(za ) 人 pw( za ) 8 =- 0: 1 风 
yn ep1Ca) 92(2) 1 pn (Ca ) B， 2n 


其 中 天 称 为 模型 设计 矩阵 ,是 常数 矩阵 ,了 与 =。 是 随机 向 量 , 且 

7Y ~- N(E.B,r1),e ~ No(0,o 7)(T 为 m 阶 单位 阵 )， 
2 是 不 可 观测 的 随机 误差 向 量 ,B 是 回归 系数 构成 的 向 量 , 是 未 知 待定 的 常数 
向 量 . 9 
下 面 的 问题 是 如 何 估计 回 妇 系数 尺 , 检 验 模型 的 显著 性 和 拟 合 程度 ， 


9.2.2 回归 系数 6 的 最 小 二 乘 估计 
选取 B 的 一 个 估计 值 , 记 为 太 , 使 随机 误差 e 的 平方 和 达到 最 小 , 即 


ming “2 =min( 了 -DB) (7-B) 
-(7-X: 有 7 7-X:b) 一 0 让 )， 
写成 分 量 形式 
0(08 ,ppB。) = >D -Bo() -pp(o) -… -Bopo(u)] ， 
则 
0(B 局 ) = min@(Bvpi Po)， 
注意 到 0(6, ,8:,…,B。) 是 非 负 工 次 式 , 是 可 微 的 . 由 多 元 函数 取得 极 值 的 
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必要 条 件 可 得 24 =0 (0 =1,2,…,m) , 即 


fy -Boi(z) -有 ps(z) 人 -Bops(z)]o(z) = 0(J = 1,2，…，, 有 到) ， 
整理 得 
[ 玉 兴 0) 也 下 [六 wowa(a)] 记 + 和 +[ 和 (eps(a)]. 


三 之 (7 


[站 (0090)] 忆 二 [于 ws)eps(a)] 记 + +[ 开 (w)]6. 


= 定 Von(ai)y， 
= 和 7， 

称 为 正规 方程 组 , 记 4 = 于 ， 瑟 称 为 系数 矩阵 ,有 B = 和， 了 称 为 常数 矩阵 . 如 果 
4 ”存在 , 则 称 其 为 相关 矩阵 . 可 以 证 明 : 对 任意 给 定 的 天, 了 ,正规 方程 组 总 有 
| 解 ,虽然 当天 不 满 秩 时 ,其 解 不 唯一 ,但 对 任意 一 组 解 语 都 能 使 残 差 平方 和 最 
小 , 即 CQ(B) = minQ(B)， 
特别 地 , 当 忆 满 秩 时 , 即 "(X) = r( 和 ， 于 ) =mm, 则 正规 方程 组 的 解 为 语 - 
(一半 ) 和 了, 即 为 回归 系数 的 估计 值 . 

因为 了 ~ N, (2B,z?7) , 则 局 也 是 一 个 随机 向 量 , 且 期 望 为 
BE(B) = BC((NT NE) -ET 7) = (2 下 ) 开关 ?有 (了 ) 
= (0 = 

同 理 方差 为 D(B) =o"(2 .并 ) -… 即 语 是 有 的 一 个 无 偏 估计 . 

将 有 代入 模型 9(z) 中 得 模型 的 估计 ; 交 = xz7 , 语 , 它 是 模型 7(zu) 的 无 偏 估 
计 , 即 妃 () = 巨 (z7 ,后 ) =xTE( 语 ) =xzB = 其 中 = (el (ua) ,pa (ze) ，…， 
ep (2) ) 

9.2.3 回归 模型 的 显著 性 检验 

主要 是 检验 模型 是 否 一 定 与 解释 变量 有 密切 的 关系 , 即 是 否 具有 (9.2) 式 


四 NING 
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的 形式 . 
假设 7 不 依赖 于 z, 即 了 =。 为 常数 . 同一 元 的 情况 类 似 , 记 试 验 值 的 均值 


7 = 二 习 y， 其 总 偏 差 平方 和 为 SSr(7 7 之 间 的 误差 ) , 即 
。 SS7 = 三 一 力 ” 三 > 一 少 + 六 一 力 )” 


= 了 人- 人 -四 sss tssh 
(利用 正规 方 各 组) 
其 中 5S。 = 并 (7, - 多) 为 残 差 平方 和 ,反映 的 是 随机 误差 和 其 他 未 加 控制 的 
因素 所 引起 的 误差 , 即 是 误差 向 量 = 的 估计 量 二 的 各 分 量 的 平方 和 , 且 
= 7- 记 7(- 王 记 = 一 了 局 


35n = 闻 ( 旬 - 力 ” 为 回归 平方 和 ,是 由 回归 变量 天 的 变化 引起 的 误差， 


SS， 
现在 主要 考虑 回归 平方 和 8Sx ,定义 复 相 关系 数 为 民 = SS 人 ,用 玉 


的 大 小 来 评价 模型 的 有 效 性 ,R 越 大 , 则 反映 了 回归 变量 与 响应 之 间 的 关系 密 
切 , 反 之 亦 然 ， 

要 考查 只 的 大 小 ,需要 建立 一 个 了 统计 量 ,首先 求 出 各 平方 和 的 自由 度 ,总 
偏差 平方 和 自由 度 广 = -1, 回 妇 平方 和 的 自由 度 为 . 彤 = 普 -1, 残 差 平方 和 的 
自由 度 为 产 = 广 - 太 =7 -mm 于 是 相应 的 均 方 值 为 


1 1 
hM1Sn 二 元 二 T55a， 1fS5 至 本 33e， 


可 以 证 明 : 当 假 设 了 7 =p 时 ,由 于 7y， ~N(0,o) , 则 


B(WSs) = 如 一 -SSs] = ,BE(MSe) = [( 一 -sse) = 


SS。， ， SS。 ， 
这 就 说 明 WMSe 是 or 的 无 偏 估计 ， 即 二 ~X (本 (mm -1), 且 SS， 与 
SSs 相互 独立 , 则 构造 正统 计量 
下 = 一 < = 3 FA = 素 ( 下 -1 一 )， 


取 一 个 显著 水 平 (0.01 或 0.05) ,可 查 表 得 到 下 (mm -1 -mm) ,计算 下 Cm -1， 
玉 一 站) 与 玉 (-1- 丈 ) 比 较 ， 
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当 严 ( 严 -1m- 下 ) >R(m -lm -mm) 时 ,认为 模型 是 显著 的 , 则 拒绝 丸 = 
成 立 , 即 7 与 二 存在 明显 的 函数 关系 . 

当 严 (mm -1 mm) < 克 (m -1m -m) 时 ,认为 模型 是 不 显著 的 , 则 = 
是 成 立 的 , 即 了 与 不 存在 明显 的 函数 关系 , 


9.2.4 回归 模型 的 拟 合 性 检验 


在 模型 的 检验 显著 的 情况 下 ,需要 进一步 地 做 拟 合 性 检验 ,目的 是 检验 模型 
是 否 一 定 为 (9.2) 式 所 给 的 形式 , 即 是 否 还 存在 其 他 的 影响 因素 没有 考虑 到 ? 
将 回归 变量 & 的 个 观测 值 &W ,xz ,…,z, 按 相 同 (或 相近 ) 值 分 成 睹 组 ,每 


下 

组 的 个 数 记 为 mi ,ma ，…mi, 显 然 总 = >》 mi, 相应 地 7 ,7 ，…, 7 也 可 分 为 上 组 ， 
1 

即 第 组 的 观测 值 为 (zyy) (7 三 2 = 1,2，…,K). 记 了 盖 盖 罗 , 则 


了 
第 ;组 的 平均 值 为 六 = 元 ,根据 正规 方程 组 第 ;组 的 试验 随机 误差 的 平方 和 为 


- 瑟 2ov- 入 ) -瑟瑟 7- 六 工 


从 总 的 残 差 平方 和 3Se 中 减 去 8S. 为 模型 (9.2) 中 的 其 他 因素 的 影响 误差 , 记 为 
SSw， 即 


4 7 、 
3Sw = SS -33 = 》 一 -了 TXT.pB， 
1 7 


称 为 模型 的 误差 平方 和 ,其 自由 度 分 别 为 上 = -8 = 下 -mm 
在 模型 (9. 2) 为 真 的 条 件 下 ,可 以 得 到 


ECMS.) = 如 二 = ,CMS，) = 中 二 生 ] = |， 


且 33. 与 SSw 相 互 独立 ,由 X 分 布 的 性 质 得 


SS， SS 
一 
人 CT 





MSu。 SSw 人 一 兽 
MHS， SS]m -下 
即 为 拟 合 检验 的 统计 量 . 

取 一 个 显著 水 平 w(0. 01 或 0.05) ,对 应 地 可 查 表 得 到 忆 . ( 丰 -mm 有) ,用 





玉 = ~ (Cj) =- 下 一 天)， 
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数值 计算 严 ( 下 - 症 轩 一 大 ) ,并 与 了 (一 严 交 一 8) 比较 : 

当天 (天 - 严 刘 -) <Fo(- 玫 - 有 天) 时 , 则 说 明 模型 的 拟 合 是 好 的 ,是 不 显 
著 的 , 即 模型 的 省 略 项 造成 的 误差 影响 不 大 . 

当 环 (天 - 严 站- 下) > 下 (一 下- 下 ) 时 , 则 说 明 模型 的 拟 合 是 不 好 的 ,是 显 
著 的 , 即 模型 的 省 略 项 造成 的 误差 影响 不 可 忽略 ,需要 增加 新 的 变量 . 

现在 的 问题 是 :如 何 增加 新 的 变量 ? 就 是 下 面 的 模型 选择 要 解决 的 问题 了 . 


站 9. 3 ”回归 模型 的 选择 方法 


由 上 面 拟 合 性 检验 结果 ;F( -mm -hi)<(>)F( 人 -mk), 当 >? 成 
立时 拟 合 性 检验 是 显著 的 , 即 未 考虑 到 的 因素 的 影响 不 可 忽略 ,这 就 需要 引信 新 
的 解释 变量 ; 当 “ < "成 立时 拟 合 性 检验 是 不 显著 的 , 即 模型 中 的 解释 变量 已 经 
足够 了 ,但 并 不 是 说 模型 中 所 有 的 变量 都 是 必须 的 ,有 可 能 有 多 余 的 变量 ,应 该 
从 模型 中 去 掉 . 对 于 这 两 种 情况 ,如 何 去 引 入 新 的 变量 ,又 如 何 去 掉 多 余 变 量 ? 
解决 的 方法 就 称 为 模型 的 选择 ， 

模型 选择 的 基本 原则 是 : 既 不 遗漏 一 个 重要 的 解释 变量 ,但 也 不 把 一 个 无 用 
的 解释 变量 保留 在 模型 中 . 如 何 考 查 一 个 解释 变量 在 模型 中 的 重要 性 呢 ? 主要 
是 用 它 的 偏 回归 平方 和 的 大 小 来 衡量 , 何 为 偏 回 归 平 方 和 呢 ? 

假设 给 定 一 组 解释 变量 , 它 的 残 差 平方 和 为 

SS = 人 .86-=-(7-X.pb)7 .7-X.p) =. 了 - 开 . Xp. 


》.3.1 去 掉 解 释 变 置 


假设 把 其 中 一 个 无 用 的 解释 变量 去 掉 ( 不 妨 去 掉 ps(u) , 即 B。=0) ,相应 的 
可 以 计算 残 差 平 方 和 为 SS85 ,如 果 SS8 > SSe, 则 称 SS5” - SSe 为 解释 变量 
(xu) 的 偏 回归 平方 和 , 它 的 大 小 是 反映 了 pa) 在 模型 中 贡献 的 大 小 , 即 是 衡 
量 一 个 解释 变量 的 重要 性 的 定量 指标 . 究竟 多 大 为 重要 (需要 保留 ) ,多 小 为 不 
重要 (可 以 去 掉 ) ,这 就 需要 给 出 一 个 统计 界限 值 . 

不 妨 设 要 考查 第 / 个 解释 变量 ee 


如 果 已 知 记 = (和 压 .于 ) 了 .了 为 回归 系数 的 估计 值 ,相关 矩阵 为 


GT) =(C), 则 可 以 证 明 :o;(xz) 的 偏 回 归 平方 和 为 SS 中 元 (7=1,2， 
…, 权 ) ,其 中 后 为 B 的 估计 值 ,C, 为 相关 和 矩阵 的 对 角 元 素 . 


如 果 存在 一 个 41<k<mm) 使 SS 多 = min 85 多 , 即 第 个 解释 变量 pk(z) 在 
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模型 中 起 的 作用 最 小 ,能 否 把 它 去 掉 还 要 考查 相应 的 正统 计量 


SS8”) 
和 = FL 产 ) = TS， 


SS 
其 中 WMSe = 记 * 为 均值 


取 一 个 显著 水 平 ,对 应 地 可 查 表 得 到 亚 (1, 广 ) ,用 数值 计算 F(1, 广 ) ,并 
与 忆 .1L, 亡 ) 比 较 ， 

当下 < 二 订 二 十 不 二 家臣 辣 是 未 总 归 全 二 汶 
去 掉 . 

当 R(L 产 ) >F(1 户 ) 时 , 则 称 第 大 个 解释 变量 p,(z) 是 显著 的 ,不 可 以 去 
掉 . 并 且 其 他 的 也 都 不 能 去 掉 . 

注 : 如 果 去 掉 一 个 变量 后 ， 需要 重新 计算 所 有 的 偏 回 昌 平方 和 | 因为 变量 之 
间 有 相关 性 ,原来 在 玫 个 变量 中 作用 第 二 小 的 那个 变量 在 m -1 个 变量 中 其 人 入 
回归 平方 和 不 一 定 是 最 小 的 ,一 般 会 发 生变 化 ， 

9. 3. 2 ”增加 解释 变量 

设 村 引进 的 变量 为 si = pw (z) , 记 为 xi 在 试验 观测 点 和 ， ,下 
的 值 为 

1 (Pa ) Part) pp (E)) 
则 普 个 变量 的 回归 系数 的 估计 值 取 为 
局 (到 ) = (到 
相应 的 残 差 平方 和 为 
SSe( 总 了) = (了 -五 .())7 (元 -天 语 ( 二 ，)) 
= 玖 (二 )， 
而 
SSe(Ei) = 如 了)， 
则 可 以 证 明 :*。,: 的 偏 回 归 平方 和 为 
3S6 7 = [SS (天 7)]? /SS (二 三 ，). 

SS 名) 的 大 小 反映 了 pi(z) 对 模型 影响 的 大 小 , 即 是 衡量 w., (w) 的 作 
用 的 定量 指标 . 究竟 SS 只 ”多 大 可 以 引进 ,多 小 不 需要 引进 呢 ? 这 就 需要 建立 
统计 量 , 找 出 界限 值 . 

假设 普 +1 个 变量 的 残 差 平方 和 为 SSy , 它 比 原 普 个 变量 的 残 差 平 方 和 SS 
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要 减少 SS8" ” , 即 
SSy = $Se - SS6” ， 

应 的 自由 度 为 记 = 户 -大 ”=m- 亚 一 1 

不 妨 设 SS8 是 所 有 准备 增加 的 变量 中 其 信 回 归 平方 和 最 大 的 一 一 个 , 它 是 
否 需 要 增加 到 模型 中 去 ， 要 考查 下 统计 量 

本 We 人 

= CL ,大 ) = -5 = 二 

取 一 个 显著 水 平 w, 查 表 得 忆 .(1, 度 ) ,计算 得 到 F(1 ,并 ) 并 比较 二 者 大 小 ， 
如 果 FL 谨 )Fo(1, 启 ) , 则 第 亚 +1l 个 解释 变量 pw '(“) 需要 增加 到 模型 中 
去 ,否则 无 需 增加 ,而且 也 没有 其 他 的 变量 需要 增加 了 ， 

注 : 在 增加 了 pi (za) 以 后 ,可 以 继续 上 面 的 过 程 ， 考查 其 他 准备 引入 的 变 
量 中 其 偏 回 归 平方 和 最 大 的 那 一 个 变量 作为 pw,:(z) ,注意 在 严 个 变量 中 偏 回 
归 平 方 和 第 二 大 的 那个 变量 在 m + 1 个 中 不 一 定 是 最 大 的 ， 这 是 因为 变量 有 一 
定 的 相关 性 . 


9.3.3 模型 选择 的 一 般 方法 


上 面 给 出 了 在 已 知 模 理 中 别 除 和 增加 解释 变量 的 具体 方法 和 步 双 ， 模型 选 
择 的 一 般 方法 如 下 : 

(1) 淘汰 法 (向 后 法 ) 

基本 思想 是 : 把 所 有 可 选择 的 变量 都 放 进 模型 中 ,而 后 逐个 做 遇 除 检验 , 直 
到 不 能 剔除 为 止 ,最 后 得 到 所 选 的 模型 ， 

(2) 纳 新 法 (向 前 法 ) 

基本 思想 是 : 先 少 选取 几 个 变量 进入 模型 中 ， 而 后 对 其 他 的 变量 逐个 地 做 

引 和 模型 的 检验 ,直到 不 能 引 和 为止, 得 到 最 后 的 模型 .， 

(3) 逐步 回归 法 ( 吐 故 纳 新 法 ) 

基本 思想 是 : 结合 上 面 的 两 种 方法 . 


9.4 回归 模型 的 正 交 化 设计 方法 


由 上 面 的 讨论 我 们 可 以 知道 ,因为 模型 的 解释 变量 之 间 有 很 复杂 的 相关 性 ， 
使 回归 系数 的 估计 、 模 型 的 选择 都 带 来 很 多 的 麻烦 ,为 了 简化 计算 ,借助 正 交 函 
数 系 可 使 问题 简化 . 


9. 4.1 正 交 的 概念 
设 PICz) 22) ,mw ) 是 7 个 解释 变量 ,如果 对 于 8 2 满足 
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(1) pt(o) 天 0 (= 2) 
= 上 


(2) 2 oraD)or() =0 (7 关 8)， 
则 称 pz) ,p:(z) ,pn(a) 是 正 交 的 ( 严 和 mn)， 

如 何 构造 正 交 函 数 系 呢 ? 通常 情况 下 , 正 交 函 数 都 为 正 交 多 项 式 ,首先 对 于 
一 维 回归 变量 “来 说 明 构造 正 交 多 项 式 的 方法 . 

设 有 点 列 wu roa iu, 取 Pi(z) =1,g:(z) =u -其 中 二 = 工 实 避 ， 

假设 已 做 出 了 (> 1) 阶 正 交 多 项 式 pl (z) ,pg; (z) ,pisi(a) , 则 第 
上 +1I 阶 正 交 多 项 式 为 pi,z(&) = (assi)epri(z) -~&uepki(u) ,其 中 


之 2 之 24 (Cu ) 
oa， = -Csis<n)， 

eta (ai) > 0t() 

| ie 


由 此 可 以 构造 出 任意 阶 的 正 交 多 项 式 . 

一 般 说 来 ,在 多 维 的 回归 变量 的 点 列 上 构造 正 交 多 项 式 是 很 复杂 的 ,现在 的 
问题 是 能 和 否 找到 一 种 方法 可 将 任意 一 组 解释 变量 正 交 化 的 方法 ? 这 就 是 下 面 的 
克拉 姆 - 施 密 特 ( Gram-Schmidt) 正 交 化 方法 . 

设 P42) pa) 92n(2) 是 由 mu au 确定 的 一 组 线性 无 关 的 解释 
变量 ,构造 加 (ze) ,% (4) (ze) 如 下 : 


风 (zz) 二 ol) ， 
CE) = po2(2) -be) ， 
Us CU) = 9p3 (2) - bo (2) - pb5 落 (2) ， 


凤 CU ) = 2eEE) 一 ia) -CE)， 


沙 。(E) = On(2) 一 on-oi(E) -bi()， 


2 er)or(a) 
其 中 好 = 二 一 一 一， 有 = 2;3，…，, 肥 ; ] = 1,2,…, -1 


之 内 () 
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相当 于 对 pi (z&) 22 (8) ,of 人 2 做 了 一 个 满 秩 变换 ,可 以 验证 由 (zx ) ， 峭 : 
(z) 人 , 芭 (CE) 是 在 点 列 21 人 ， 上 的 正 交 的 解释 变 香 . 


9.4.2 正 交 性 在 建 模 中 的 应 用 
假设 wp (z) ,pa(2z) ,9n(8) 是 2 ,za 上 的 正 交 解 释 变 量 , 建 立 模 
型 如 下 : 
TI(U) = Bipi(U) +Bp() + … +Bopn()， 
又 假设 由 到 ,2 对 应 的 观测 值 为 思 ,7 ,…，,yY， 则 利用 正 交 性 可 得 回 
归 系 数 的 最 小 二 乘 估计 值 为 


_， e 
有 = 一 一 ，A = 1,2，…)m， (9.4) 
vio) 
第 大 个 解释 变量 的 偏 回 归 平方 和 为 
( 荆 rpx(u)) 
5 多 = 房 Yite))- 一 一 一，( 人 = 1.2，m)， (9.5) 
区 
残 差 平 方 和 为 
-= 字 史 - 0 (9.6) 


由 此 可 以 大 大 地 简化 计算 ,而 且 在 模型 选择 的 检验 中 , 噜 除 变 量 或 引入 变量 
后 其 余 变量 的 回归 系数 和 偏 回归 平方 和 的 值 不 改变 (因为 它 与 变量 个 数 无 关 )， 


多 重 共 线性 与 有 偏 估计 方 法 





9. 5 


9》.S. 工 多 重 共 线性 


多 重 共 线性 是 实际 中 由 于 解释 变量 之 间 的 相关 性 引起 使 正规 方程 组 具有 病 
态 , 其 解 不 稳定 的 一 种 现象 . 对 于 模型 设计 拢 阵 


or ) oo ) :pa ) 


| we) ww oo 人 (ma) 


or) 2p2 (Ca ) 全 ) 
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一 般 假 设 天 ) = 普 , 即 为 满 秩 抢 阵 , 则 正规 方程 组 的 系数 抢 阵 于 .天 为 满 秩 阵 ， 
亦 即 (天 时 ) =mm, 如 果 用 和 As>… 关 An 表示 入 :于 的 严 个 特征 根 , 且 当 
[一 下 | =AAz…Aw( 行 列 式 ) 很 小 , 即 至 少 有 一 个 特征 根 毛 近 于 0( 例 如 A。 
接近 于 0) ,但 不 等 于 0 时 , 则 使 正规 方程 组 

= 和 了 


变 成 为 一 种 病态 方程 ， 8 
虽然 是 B 的 无 偏 估 计 , 即 5(B) =B, 但 其 均 方 误差 


EB -B)7(B -p8) = (元 站 + 一 


充分 的 大 ,即使 B 的 估计 值 有 的 误差 太 大 ,无 实用 价值 . 此 时 称 mm 个 解释 变量 之 
间 具 有 多 重 共 线性 , 即 也 就 是 说 设计 矩阵 天 的 列 向 量 之 间 有 近似 的 线性 关系 ， 
但 非 绝对 的 线性 关系 , 衡量 多 重 共 线性 程度 的 量 用 


1 - 最 大 特征 根 _ 


最 小 特征 根 “和 
来 表示 ， 
(1) 当 有 <100 时 , 则 不 存在 多 重 共 线性 ; 
(2) 当 100<#<1000 时 , 则 存在 较 强 的 多 重 共 线性 ; 
(3) 当 丰 >1 000 时 , 则 存在 严重 的 多 重 共 线 性 . 


思考 题 : 如 何 解决 多 重 共 线 性 的 情况 呢 ? 
9》.5$.2 回归 系数 的 有 偏 估计 


在 模型 具有 多 重 共 线性 时 ,可 使 回归 系数 的 估计 值 的 偏差 增 大 , 即 均 方差 变 
大 ,使 估计 不 稳定 ,为 解决 这 个 问题 采用 有 偏 估计 法 可 以 减少 均 方 误差 ， 

1 ， 岭 估计 法 

基本 思想 : 由 于 | 王 :天 | =0, 使 正规 方程 出 现 病态 ,对 一 个 常数 大 > 0， 
则 有 

| 了 + > | |. 
用 (和 .X+11D)B= 和 了 代替 正规 方程 组 ,其 解 为 
BO) = (和 天 +1) 了 

实际 中 ,根据 需要 可 适当 调整 大 的 大 小 . 

2. 主 成 份 估计 法 

基本 思想 : 因为 站 :不是 对 称 正 定 阵 , 由 代数 的 知识 可 知 ,存在 正 交 阵 
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P(P7P = 站 使 


Am 


其 中 心 关 局 三 …> 和 为 和 .发 的 严 个 特征 根 .在 有 多 重 内 线性 时 , 某 些 特征 根 
近似 为 0, 特征 根 的 大 小 反映 了 对 应 的 变量 对 模型 影响 的 大 小 ,此 方法 就 是 忽略 


小 的 ,保留 大 的 . 
重 9.6 沼气 的 生成 问题 


》.6.1 问题 的 提出 


沼气 的 主要 成 份 为 甲烷 , 它 是 由 含 纤 维 素 的 有 机 物质 在 隔绝 空气 的 情况 下 
受到 细菌 分 解 作 用 所 产生 的 一 种 有 毒 易 燃 气体 . 在 我 国 农村 广泛 地 利用 沼气 池 
生成 沼气 ,作为 一 种 卫生 快捷 的 燃料 ,一般 是 用 植物 结 秆 残 体 在 保持 一 定 湿 度 和 
温度 的 条 件 下 ,并 与 空气 隔绝 一 段 时 间 后 经 自然 分 解 而 成 . 试验 证 明 , 如果 适 当 
地 加 入 一 些 有 机 肥料 作为 发 酵 剂 , 则 可 以 加 快 沼 气 的 形成 , 下 面 是 在 一 个 确定 沼 
气 池 中 加 入 相同 数量 的 同 质 植物 结 秆 ,加 人 不 同 数量 的 水 ( 歼 ) 和 有 机 肥 (5) 后 
形成 沼气 的 时 间 (7) 对 比 数据 (如 表 9 -1) ,请 根据 这 些 试验 数据 分 析 研 究 沼 气 
形成 的 时 间 与 水 和 有 机 肥料 之 间 的 关系 ,并 有 此 关系 讨论 最 佳 的 配料 方案 ， 

表 9-1 了 妹 ,下 和 了 的 试验 数据 

















试验 次 数 1 2 3 4 ”5 6 .7 8 9 
W(kg) 300 400 50 30 40 50 300 400 500 
F(kg) 200 200 20 320 20 20 30 30 300 
7(b) 7 6 5 6 oo 5 5 50 





9. 6.2 模型 的 假设 与 分 析 


。 模型 假设 

(1) 设 试验 数据 是 在 相同 的 试验 条 件 下 进行 的 , 即 沼气 池 大 小 形状 相同 , 结 
秆 和 有 机 肥料 相同 ,其 自身 的 含水 量 也 相同 ; 

(2) 在 此 不 考虑 环境 温度 的 影响 ,虽然 在 同等 条 件 下 高 温 可 以 促使 沼气 的 
形成 ,但 实际 中 的 环境 温度 一 般 是 不 可 控 的 ,于 是 我 们 认为 总 是 在 一 定 的 适宜 温 
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度 范围 内 ,温度 因素 对 形成 沼气 的 时 间 影响 不 大 ; 

(3) 每 次 实验 是 独立 进行 的 , 且 叉 .P 和 了 的 试验 值 是 准确 的 . 

。 模型 的 分 析 

根据 实际 中 沼气 的 自然 形成 的 原理 和 有 关 的 常识 ,我 们 知道 在 同等 条 件 下 ， 
水 分 和 肥料 各 自 都 对 沼气 的 形成 有 一 定 的 促进 作用 ,而 且 二 者 之 间 也 有 一 定 的 
交互 效应 , 即 二 者 用 量 的 多 少 不 同 其 效果 是 不 同 的 . 即 沼气 的 形成 时 间 不 仅 与 水 
和 肥料 的 用 量 有 关 , 而 且 还 与 二 者 的 交互 作用 有 关 . 因此 ,一 般 认 为 河 气 形成 时 
间 7 的 长 短 应 该 是 加 水 量 W 和 肥料 用 量 F 的 二 次 多 项 式 函数 ,为 此 ,我 们 可 以 
采用 线性 回归 方法 来 研究 它们 之 间 的 关系 式 . 


》. 6.3 ”模型 的 建立 与 求解 


为 了 便于 对 问题 的 描述 ,我 们 不 直接 将 沼气 形成 的 时 间 了 表示 成 驳 , 严 的 函 
数 ,根据 试验 数据 的 分 布 情况 ,在 这 里 引入 两 个 新 的 变量 


罗 -400 ，- 刁 -250 
100 ”” 50 








1 三 


为 此 可 以 将 时 间 了 表示 成 wyza 的 二 次 多 项 式 函 数 ， 
我 们 首先 来 构造 正 交 的 多 项 式 ,由 试验 数据 (如 表 9 - 1) 可 得 相应 的 新 数据 
如 表 9 -2， 


表 9-2 了 ,的 试验 数据 转换 为 wu,zs 的 数据 





实际 上 可 以 证 明 : 


9iCU) = 1,p:(x) = 2 yp3(2) = 吕 4 - 子 ,pi(o = 22， 


2 . 
25(&) = 1 一 本 ,9 人 (0) 三 LI1Z2 


在 9 个 试验 点 上 是 正 交 的 ,其 中 向 量 z = (uw ,zz ) 
于 是 有 回归 模型 的 一 般 形 式 为 
T(z) = Be) + B2p:(z) + Bip3 (Cu) t+.p4 Cu) +Bipi() +pBops(u) 


= DB +pB2ui + pi - 闻 )+ Bi + pi( 忆 - 子 )+ Bomm 
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在 这 里 可 以 用 最 小 二 乘法 求 出 所 有 的 回归 系数 Bi = 1,2,…,6), 实际 上 ， 
根据 其 正 交 性 ,将 表 9 -2 中 数据 代 人 (9.4) 式 中 计算 可 得 回归 系数 的 估计 值 为 


A 549 41 7 

记 = :=61 = -站 ~-6.83,， = - 百 =-117， 
< 20 > 4 2 -2 

B， = -本 -6671p = 本 = 上 33,6 = 可 = 7225， 


由 公式 (9.5) ,各 个 变量 的 偏 回归 平方 和 为 
SS4) = 33 367,SS9) = 280.17,$S9) = 2.72， 
SS(44) = 266. 67,$S6) = 3.56,$S!9 = 20.25， 
又 由 公式 (9.6) ,总 残 差 平方 和 为 


9 6 
= yy7- 二 S55 ~ 33 944 - 33 940.47 = 3. 53， 
上 到 】 


而 且 其 自由 度 为 户 =9 -6=3. 在 所 有 偏 回归 平方 和 中 最 小 的 是 SS5 ”= 2. 72 ,对 
应 的 解释 变量 为 g;(w) = w 人 
性 检验 ， 


由 于 MS69) = SS9) =2.72 ,MMS。 = 光 =1.177 , 则 正统 计量 为 


1MS 2.72 
”5 ”1177 


取 显著 水 平 w = 0. 05 时 , 查 表 得 已 (1,3) =10.1, 即 (1,3) < 已 (1,3), 于 是 
gs(z) = 因 - 子 在 模型 中 的 作用 是 不 显著 的 ,可 以 将 此 项 从 模型 中 央 除 . 而 后 应 


将 相应 应 的 偏 回归 平方 和 加 入 到 总 残 差 平方 和 中 去 (这 是 因为 模型 是 由 正 交 变 量 
构成 的 ,所 以 可 以 直接 求 和 ) , 即 为 SSs =3.53 +2.72 =6.25, 自 由 度 为 大 =4, 均 
值 为 WMS, =1. 562 5. 

下 面 要 进一步 考查 偏 回归 平方 和 次 小 的 解释 变量 的 显著 性 . 显然 ,次 小 的 是 


SS 名 =3. 56, 对 应 的 解释 变量 为 py(u) = 忆 - 子 ,类似 的 可 以 计算 





MS92 3.56 
FL14) = 一 2 =- -二 2 -2.784. 
人 11S， “1562 5 


而 对 于 显著 水 平 w =0. 05 , 查 表 得 已 (1,4) =7.71, 即 RMA1,4)<F(1,4) ,于 是 
9s(x) 在 模型 中 的 作用 还 是 不 显著 的 . 可 以 将 此 项 从 模型 中 剔除 . 而 后 应 将 相应 
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的 偏 回 归 平 方 和 加 入 到 总 残 差 平 方 和 中 去 , 即 为 SSe =6.25 +3.56 =9.81, 自 由 
度 为 六 =5 ,均值 为 MS,， = 1. 962. 

再 来 考查 偏 回归 平方 和 第 三 小 的 解释 变量 的 显著 性 . 显然 是 SS5% ”= 20. 25， 
对 应 的 解释 变量 为 pe(&) = 革 WA 
MSe) 20. 25 
1NHS，“ 工 962 
对 于 显著 水 平 w = 0. 05 , 查 表 得 (1,5) =6.61, 即 下 (1,5) > 玉 (1,5) ,于 是 
9s(z) 在 模型 中 的 作用 还 是 显著 的 , 即 正好 反映 出 了 水 (有 ) 和 肥料 (到 ) 对 生成 
沼气 的 交互 作用 . 到 此 为 止 ,模型 中 也 没有 可 以 剔除 的 变量 了 ,故此 ,我们 最 后 确 
定 的 回归 模型 为 





(1,5) = 


20，，，9 
人 


41 
7(x) = 61 -Eu -3 也 | 17， (9.7) 


轴 -400 下 一 5 


y 22 二 








代 和 人 上 可 以 得 沼气 的 生成 时 间 7 与 水 友和 肥 
料 下 的 郴 数 关系 式 ， 

由 (9.7) 式 可 得 : 当 避 = 芒 ~2 963 ,zs =3, 即 取 =696 kg 和 屎 =400 kg 时 ， 
-生成 沼气 的 时 间 有 最 小 值 7=40 h. 
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实际 中 所 研究 的 优化 问题 ,一 般 都 是 要 求 使 问题 的 某 一 项 指标 “最 优 ” 的 方 
案 , 这 里 的 “最 优 " 包括“ 最 好 ” “最 大 ” “最 小 “最 高 "“ 最 低 ”“ 最 多 "“ 最 
少 等 等 ,这 类 问题 统称 为 最 优化 问题 ,解决 这 类 问题 的 最 常用 方法 就 是 线性 规 
划 方 法 . 目前 ,因为 线性 规划 有 着 非常 完备 的 理论 基础 和 有 效 的 求解 方法 ,所 以 
线性 规划 在 实际 中 应 用 是 十 分 广泛 的 ,譬如 像 合 理 地 分 配 、 使 用 有 限 的 资源 (经 
济 、 人 力 ,物资 等 ) ,使 能 够 获得 "最 优 效 益 " 等 问题 . 


有 0.1 线性 规划 的 模型 


10.1.1 问题 的 引入 


设 某 企 业 现 有 普 种 资源 4;(i =1,2,…，, 闷 ) 用 于 生产 到 种 产品 吾 (7) = 1， 
2,… 汉 ) ,每 种 资源 的 拥有 量 和 每 种 产品 所 消耗 的 资源 量 以 及 单位 产品 的 利润 
如 表 10 -1 工 ,试问 如 何 安排 生产 计划 使 得 该 企业 获 利 最 大 ? 

表 10 -1 






































网 mm CQn2 由 由 
利润 2 C2 E | Cn 
建立 数学 模型 : 


设 产品 有 产量 为 %(1 =1,2,…,) , 称 之 为 决策 变量 ,所 得 的 利润 为 z, 则 要 
解决 的 问题 的 目标 是 使 得 (总 利润 ) 函数 z = 冯 cxzj 有 最 大 值 . 决策 变量 所 受 的 


10.1 线性 规划 的 模型 |@ 登 
约束 条 件 为 


人 (=1,2,…，, 懋 ) ， 


扩 人 0 (=1,2,…)). 
于 是 问题 可 归结 为 求 目 标 函 数 在 约束 条 件 下 的 最 大 值 问题 . 显然 的 目标 画 
数 和 约束 条 件 都 是 决策 变量 的 线性 函数 , 即 有 下 面 的 线性 规划 模型 


目标 郴 数 : maxX 2 三 》 cxh， 


jj 实 忆 (=1;2,…， ) ， 
的 来 条 件 :| 辣 2 (10.1) 


和 0 (=1,2 pn) 
一 般 地 ,如果 问题 的 目标 函数 和 约束 条 件 关 于 决策 变量 都 是 线性 的 , 则 称 该 
问题 为 线性 规划 问题 ,其 模型 称 为 线性 规划 模型 . 


10.1.2 线性 规划 模型 的 一 般 形 式 
线性 规划 模型 的 一 般 形 式 为 


下 
max(min )z = > CjM1， 
| 


j 志 0 (=1)2,…)a). 
也 可 表示 为 矩阵 形式 ， 


max(min)z = C .三 ， 


向 量 形 式 


》 己 Mi 和 (全 ，=)0， 
s.t. /大 
,人 
其 中 C = (ccz，…c,) 称 其 为 目标 函数 的 系数 向 量 ; 开 = (xi ,zs ，…,x。) 称 其 为 
决策 向 量 汉 = (5 ,2 ,5 ) 称 其 为 约束 方程 组 的 常数 向 量 ;4 = (ay) 。 称 其 
为 约束 方程 组 的 系数 矩阵 ;已 = (au,a，…,aw) (7 =1,2,…,a) 称 其 为 约束 方 
程 组 的 系数 向 量 . 
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10.1.3 线性 规划 模型 的 标准 形 
线性 规划 模型 的 标准 形 规定 为 


maxz = 人 C .在 (10.2) 
避让 人 (10.3) 
瑟 过 0 


对 于 非 标准 形 的 线性 规划 模型 都 可 以 化 为 标准 形 ,其 方法 如 下 : 

(1) 目标 函数 为 最 小 化 问题 : 令 z = -z, 则 maxrz = -minz= 一 C ; 

(2) 约束 条 件 为 不 等 式 :对 于 不 等 号 “和 () "的 约束 条 件 , 则 可 在 “和 
(>) ”的 左 端 加 上 (或 减 去 ) 一 个 非 负 变 量 ( 称 为 松弛 变量 ) 使 其 变 为 等 式 ; 

(3) 对 于 无 约束 的 决策 变量 : 璧 如 xz E( -wm ,+om), 则 令 x=x% -2% ,使 得 
xx20, 代 和 人 模型 即 可 . 


10.2 ”线性 规划 解 的 概念 与 理论 


10. 2. 1 线性 规划 解 的 概念 


(1) 解 : 称 满足 约束 条 件 ((10.3) 式 ) 的 解 尼 = (2 xz， ) 为 线性 规划 
问题 的 可 行 解 ; 可 行 解 的 全 体 构 成 的 集合 称 为 可 行 域 , 记 为 D; 使 目标 函数 
((10.2) 式 ) 达 到 最 大 的 可 行 解 称 为 最 优 解 . 

(2) 基 : 设 系数 矩阵 4 = (ay ) 的 秩 为 严 , 则 称 4 的 某 个 到 X 严 阶 非 奇异 
子 矩阵 下 (det 脏 关 0) 为 线性 规划 问题 的 一 个 基 . 不 妨 设 召 = (ai ) xn =《， 
己 ，…, 忆 .) , 则 称 向 量 已 =(aiomaw) (=1,2,…, 严 ) 为 基 向 量 , 其 他 的 称 
为 非 基 向 量 ; 与 基 向 量 对 应 的 决策 变量 zi(1 =1,2,…, 到 ) 称 为 基 变量 ,其 他 的 变 
量 称 为 非 基 变量 . 

(3) 基 解 : 设 问题 的 基 为 瓦 =(ay)。xw = (已 ,Po，…，,P。) ,将 约束 方程 组 
变 为 
> Pxz = - > 已 和 (10.4) 
在 方程 组 (10.4) 的 解 中 令 刀 =0 (= 到 +1, ,ma), 则 称 解 向 量 下 = (zx2，…， 
“0,…,;0) ”为 线性 规划 问题 的 基 解 . 

(4) 基 可 行 解 : 满足 非 负 约束 条 件 的 基 解 称 为 基 可 行 解 . 

(5) 可 行 基 : 对 应 于 基 可 行 解 的 基 称 为 可 行 基 . 


10. 2.2 ”线性 规划 解 的 基本 理论 
定理 10.1 如 果 线 性 规划 问题 (10.2) ,(10.3) 存 在 可 行 域 , 则 其 可 行 域 


10. 3 ”线性 规划 的 求解 方法 | 个 
已 = {zx| me = 玉 ,xi >0|} 


是 凸 集 . 

定理 10.2 线性 规划 问题 (10.2) ,(10.3) 的 任 一 个 基 可 行 解 天 必 对 应 于 
可 行 域 忆 的 一 个 顶点 . 

定理 10.3 (〈1) 如 果 线 性 规划 问题 (10.2) ,(10.3) 的 可 行 域 有 界 , 则 问题 
的 最 优 解 一 定 在 可 行 域 的 顶点 上 达到 ; 

(2) 如 果 线 性 规划 问题 (10.2) ,(10.3) 的 可 行 域 有 无 界 解 , 则 问题 可 能 无 
最 优 解 ; 若 有 最 优 解 也 一 定 在 可 行 域 的 某 个 顶点 上 达到 . 


10.3 线性 规划 的 求解 方法 


根据 线性 规划 的 解 的 概念 和 基本 理论 ,求解 线性 规划 可 采用 下 面 的 方法 : 求 
一 个 基 可 行 解 ;检查 该 基 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ;如 果 不 是 , 则 设法 再 求 另 一 个 没 
有 检查 过 的 基 可 行 解 ,如 此 进行 下 去 ,直到 得 到 某 一 个 基 可 行 解 为 最 优 解 为 止 ， 
现在 要 解决 的 问题 是 :如 何 求 出 第 一 个 基 可 行 解 ? 如 何 判断 基 可 行 解 是 否 为 最 
优 解 ? 如 何 由 一 个 基 可 行 解 过 渡 到 另 一 个 基 可 行 解 ? 解决 这 些 问题 的 方法 称 为 
单纯 形 法 . 其 基本 步骤 如 下 : 


10. 3.1 初始 基 可 行 解 的 确定 


如 果 线 性 规划 问题 为 标准 形 ( 即 约束 方程 全 为 等 式 ) , 则 从 系数 矩阵 4 = 
(oj) wx 中 观察 总 可 以 得 到 一 个 普 阶 单位 阵 . 如 果 问 题 的 约束 条 件 的 不 等 号 
均 为 “和 ”, 则 引入 普 个 松弛 变量 ,可 化 为 标准 形 , 并 将 变量 重新 排序 编号 , 即 可 
得 到 一 个 普 阶 单位 阵 瑟 ; 如 果 问 题 的 约束 条 件 的 不 等 号 为 "” 和 ”= “, 则 首先 
引 和 松弛 变量 化 为 标准 形 ,再 通过 人 工 变量 法 总 能 得 到 一 个 普 阶 单位 阵 1。 综 
上 所 述 , 取 如 上 严 阶 单位 阵 思 为 初始 可 行 基 , 即 妃 = 了 ,将 相应 的 约束 方程 组 
变 为 

Xi = bi 一 Qinil%nsl 一 … 一 0inMn 7 = :27 

令 邱 =0 (= 到 +1, 2), 则 可 得 一 个 初始 基 可 行 解 

尼 (0) = (YX 和 0) ,0 pp;0)7 = ( 昌 0 ,0，… ,0)7. 


10. 3.2 寻找 另 一 个 基 可 行 解 

当 一 个 基 可 行 解 不 是 最 优 解 或 不 能 判断 时 ,需要 过 湾 到 另 一 个 基 可 行 解 , 即 
从 基 可 行 解 半 ”= (xi ,2 mx 0 0) 对 应 的 可 行 基 召 = ( 己 ，, 忆 ，…， 
已.) 中 替换 一 个 列 向 量 ,并 与 原 向 量 组 线性 无 关 . 譬如 用 非 基 变量 已 ,1 到 t 
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m 一 郊 ) 替换 基 变量 已 (1 和 1 矢 m) ,就 可 得 到 一 个 新 的 可 行 基 吾 =《( 情 天- 
己 , ,PP ，…，,P。) ,从 而 可 以 求 出 一 个 新 的 基 可 行 解 站 ”= (xz ,和 azn ， 
0,…,0) ,其 方法 称 为 基 变换 法 . 事实 上 
0 - - 9B, re ， 了 天 = 1,2，…，mm 
b 


9 
fi = 1 


0 和 (0) 


如 果 XG Lp 人 0) 仿 不 是 最 优 解 ， 则 可 以 重复 利用 这 
种 方法 ,直到 最 优 解 为 止 . 
10. 3.3 ”最 优 性 检验 的 方法 


假设 要 检验 基 可 行 解 半生 = (xf CD 2 ,0) 7 人 全 人 
0,…,;0) 的 最 优 性 . 由 约束 方程 组 对 任意 的 互 = (2 2 有 


下 


了 = 职 二 上 


将 基 可 行 解 天 "和 任意 的 下 = (ziyxzo，… ,xn 分 别 代入 目标 函数 得 











=】 了 = 亚 +1 了 = 下 +1 
到 玉 了 
一 了 
=Yop+ 了 (oo- 卫 aocyja 
| 了 =mm+1! 


=z(0) + > (ci 一 二)5， 


了 = 了 +1 


其 中 二 0 (7 地 妈 +1…)). 记 or = 三 Ci 一 分 (7 = 妹 +1,…,)， 则 


z0) = zt 十 》， OFj%i。 (10.5) 


注 : 当 cj >0 时 就 有 z2 >z ;当中 和 0 时 就 有 z00) 达 z(0. 为 此 ,ai =c 一 了 
的 符号 是 判别 ZX 是 否 为 最 优 和 解 的 关键 所 在 , 故 称 之 为 检验 数 . 于 是 由 (10.5) 
式 可 以 有 下 面 的 结论 : 

(1) 如 果 os<0 (=m+1,…,n), 则 是 问题 的 最 优 解 , 最 优 值 为 ?”:; 

(2) 如 果 oj 和 0 (J =m+1,…) 且 至 少 存在 一 个 wwe =0 (1 大 大 过 一 
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杰 ) , 则 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 ,下 ”是 其 中 之 一 ,最 优 值 为 zx ; 

(3) 如 果 o <0 (= 亚 +l1, 和) , 则 于 ”是 问题 的 惟一 的 最 优 解 ,最 优 值 
为 zi 

《4) 如 果 存 在 某 个 检验 数 re >0 (1 大 大 大 a -到 ) ,并 且 对 应 的 系数 向 量 
Pt 的 各 分 量 Qi md+ < 和 0 ( 一 1 2) , 则 问题 具有 无 界 解 ( 即 无 最 优 解 ). 


10.4 线性 规划 的 对 偶 问 题 


10. 4.1 ”对偶 问 题 的 提出 


将 10.1.1 节 中 提出 的 实际 问题 从 相反 的 角度 提出 :假设 有 B 企业 要 将 A 
企业 的 资源 和 生产 权 全 部 收买 过 来 ,问题 是 B 企业 至 少 应 付 多 少 代价 ,才能 使 A 
企业 愿意 转让 所 有 资源 和 生产 权 ? 

事实 上 ,要 让 A 转让 的 条 件 是 :对 同等 数量 的 资源 出 让 的 代价 不 应 低 于 A 
企业 自己 生产 的 产值 , 即 若 用 y; 表示 B 收买 A 的 一 个 单位 第 站 种 资源 时 付出 的 
代价 , 则 A 出 让 生产 一 个 单位 第 7 种 产品 资源 的 价值 不 应 低 于 生产 一 个 单位 第 7 
种 产品 的 产值 5 元 , 即 


》 aoy， 志 cU = 1,2，…)). 
4 = 


对 B 企 业 ,和 希望 花 最 小 的 代价 将 A 的 所 有 资源 及 生产 权 收 买 过 来 , 即 问 
题 为 


Be =12 nm)， 
(人 7 有 ) (10.6) 
yi 0 (=1,2,…) 刀 ) 
lminw= 了 .2|7Y.4>C7>0|. 
这 也 是 一 个 线性 规划 问题 ,问题 (10. 6 ) 称 为 问题 (10.1) 的 对 偶 问 题 ,问题 
〈10. 1) 称 为 对 偶 问 题 (10. 6) 的 原 问题 , 即 两 者 为 相互 对 偶 的 问题 . 


10. 4. 2 原 问题 与 对 偶 问 题 的 关系 


原 问题 与 对 偶 问题 的 关系 如 表 10 -2. 正面 看 是 原 问题 , 顺 时 针 旋 转 90 度 
看 是 对 偶 问 题 . 如 果 约 束 条 件 中 的 不 等 号 反 向 或 为 等 式 , 对 偶 问 题 的 变化 情况 如 
表 10 -3， 
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表 10 -2 原 问题 与 对 偶 问 题 的 关系 表 10 -3 对 偶 问 题 的 变化 情况 

原 问 题 (max z) 对 偶 问 题 (min w) 
下 扫 20 
约束 条 件 | “| 变量 符号 


(到 个 ) - (个 ) 上 一 一 一 




















变量 符号 约 东 条 件 
殉 | 也 2 也 <0 扫 
人 区 max z = Imin 九 (个 ) “上 一 - 环 (zz 个 ) 


In8X cn 无 约束 汪 




















注 : 使 用 此 表 时 总 是 视 为 最 大 化 问题 为 原 站 是 ， 最 小 化 问题 视 为 对 偶 问 题 ， 
否则 会 容易 出 错 . 

设 线性 规划 的 原 问 题 为 max z=C .下 |4<5, 关 0 ,相应 应 的 对 偶 问 题 为 
fmin w = 工 .| .4>C,7Y>0|, 则 有 如 下 性 质 : 

(1) 对 偶 问题 的 对 偶 问题 是 原 问 题 ; 

〈2) 如 果 原 问题 (对 偶 问 题 ) 为 无 界 解 , 则 其 对 偶 问题 ( 原 问 题 ) 无 可 行 解 ， 
反之 不 然 ; 


(3) 设 况 是 原 问题 的 可 行 解 , 立 是 对 偶 问题 的 可 行 解 ,上 且 C .发 = 羡 : D，, 则 
意 和 凶 分 别 是 原 问题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 ; 
(4) 如 果 原 问题 有 最 优 解 , 则 其 对 偶 问题 也 一 定 有 最 优 解 , 且 有 max z = 


min 2 


10. 4. 3 ”对 偶 单纯 形 法 


根据 对 偶 问题 的 性 质 和 原 问 题 与 对 偶 问题 的 解 之 间 的 关系 , 原 问 题 的 检验 
数 是 对 偶 问 题 的 基 解 ,求解 中 通过 若干 步 的 选 代 后 , 当 原 问题 检验 数 为 对 偶 问 题 
的 基 可 行 解 时 , 则 也 就 得 到 了 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 . 迭代 中 主要 是 根据 检 
验 数 的 符号 判断 是 否 得 到 了 最 优 解 ， 

对 偶 单 纯 形 法 的 步骤 : 

(1) 根据 所 给 问题 化 为 标准 形 ,并 写 出 相应 的 对 偶 问题 . 

注 : 无 需 引入 人 工 变量 ,初始 解 可 以 不 是 可 行 解 ， 人 
近 可 行 解 ,最 后 达到 可 行 解 , 即 为 最 优 解 ， 

(2) ,检验 是 否 得 到 最 优 解 : 即 检验 五 列 数据 ( 吾 5),(=1,2,，…, 严 ) 和 检验 
数 oj(j = 到 +1,… 和 za) 的 符号 : 

如 果 (B -22),z=0 且 和 0, 则 已 得 到 最 优 解 ,停止 计算 ; 


10.5 线性 规划 的 灵敏 度 分 析 |@ 
如 果 存 在 ( 瑟 -45);<0 且 oj 和 0, 则 进行 下 一 步 . 
(3) 确定 换 出 变量 : 求 min{(B- 2) ,| (B 5); <0| =(B 0) 对 应 的 基 变 
量 %(1<i<m) 为 换 出 变量 . 
(4) 确定 换 人 变量 :检查 x 所 在 的 行 的 各 系数 oj(j = 1,2,…,m) 的 符号 ; 
如 果 w=>0 (1 =1,2,…,m) , 则 问题 无 可 行 解 ,停止 计算 ; 





如 果 至 少 存在 一 个 w <0, 则 计算 6 = min| 于 


对 应 的 非 基 变量 x 为 换 和 人 变量 . 

(5) 以 an 为 主 元 ,用 初等 变换 法 ,将 系数 矩阵 中 的 丰 列 元 与 了 列 元 对 换 ( 即 
将 第 并列 中 除 ! 行 元 为 1 外 ,其 他 都 为 0) , 即 得 到 新 的 矩阵 ， 

重复 上 面 的 (2) 一 (5) ,直到 得 到 最 优 解 为 止 . 

对 假 单纯 形 的 特点 : 

(1) 原 问题 的 初始 解 不 需要 是 可 行 解 ,因此 ,不 必 引 进 人 工 变量 ,使 计算 
简化 ; 

(2) 当 变 量 的 个 数 多 于 约束 条 件 的 个 数 时 ,用 对 偶 单纯 形 法 可 大 大 减少 工 
作 量 ,因此 , 当 问题 的 变量 个 数 少 ,而 约束 条 件 个 数 多 时 ,可 以 将 问题 转化 为 对 偶 
问题 ,然后 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 ; 

(3) 在 对 偶 单 纯 形 法 中 ,找到 一 个 可 行 的 初始 解 较 困 难 , 因 此 ,一 般 对 偶 单 
纯 形 法 不 单独 使 用 ,多 用 于 整数 规划 和 灵敏 度 分析 中 . 


10.S$ 线性 规划 的 灵敏 度 分 析 


在 线性 规划 模型 max z=C .于 |4X =2,X>01 中 ,我 们 总 是 假设 4,2，,C 都 
是 常数 向 量 ,但 实际 中 这 些 数值 许多 都 是 由 试验 或 测量 得 到 的 试验 值 和 预测 值 ， 
特别 是 在 迁 代 计算 中 也 都 是 近似 值 . 一 般 4 表示 工艺 条 件 ,2 表示 资源 条 件 ,C 
表示 市 场 条 件 ,实际 中 多 种 原因 都 可 能 引起 它们 的 变化 . 现在 的 问题 是 :这 些 系 
数 在 什么 范围 内 变化 时 ,使 线性 规划 问题 最 优 解 不 变 ?” 这 就 是 灵敏 度 分 析 要 研 
究 的 问题 . 


10.5.1 市 场 条 件 (价值 系数 )C 的 变化 分 析 

设 C 中 的 第 下 个 元 ee 发 生变 化 , 即 cy = cs + Ac ,其 他 不 变 ,问题 是 : 当 cx 在 
什么 范围 变化 时 使 问题 的 最 优 解 不 变 ? 

(1) 车 是 非 基 变量 xs 的 系数 , 则 对 应 的 检验 数 为 wk = cg - Cs 刀 ”Pi ,于 
是 cs=ce+Ac - Ci8B -Pi 当 o 和 0, 即 Ac 大 CoB PP 一 cr = 了 一 ct 


CO 
mu < 中 = 旦 人 m+1<sksm)， 
Q 姑 
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(2) 若 es 是 基 变 量 xx 的 系数 , 当 cs 有 改变 量 Ac 时 , 即 ck = ce + Ac , 则 
C9 三 +ACa ,AC5 一 (0;,0，…Ac,…);0) ,其 相应 的 检验 数 为 

ri =C-C BT.4=C-C BT 4-AC 了 4 
=C-C:BI.4-(0;,0,…,Ac,…,0) .已 4， 
即 
oa = co-CoB PP-Acm (= 1,2，n). 

当 oy 和 0 时 ,问题 的 最 优 解 不 变 , 故 有 cj - CeB 己 - Ace 和 0, 即 oj -Aceah 
<0. 

于 是 ， 当 a<0 时 ， Ac < 元 (1 =1,2，… 用) ; 当 枉 >0 时 ,Ac:> 殉 011， 
2,…),m). 故 Ac 的 多 许 变化 范围 为 


max{ 开 CN > 9js Ac 到 min{ 到 
0 CC 


10. .2 ”资源 条 件 ”变化 的 分 析 


设 中 的 第 下 个 元 咏 发 生变 化 , 即 六 = 妈 +Ab ,其 他 系数 均 不 变 , 则 问题 
的 解 变化 为 天。 = 妃 -(5 +AD) ,AD =(0;0，…, Ap，…;0) 
当天 0 时 ,检验 数 不 变 ， 则 最 优 基 (最 优 解 对 应 的 基 ) 不 变 , 但 最 优 解 的 值 
要 发 生变 化 . 下 面 考察 A 久 在 什么 范围 变化 时 ,最 优 解 变化 不 大 . 
因为 新 的 最 优 解 为 下 9 = 盏 (5+A5) = 五- 5 + 号 AD ,所 以 
互 -1A = 万 (0;0，…,AD ;0)7 
=( 面 AD ,了 A 有 AD) 
= 人 Ab (De (=1,2，……, 灵 )， 
则 最 后 求 得 的 尽 列 元 为 +zaA0 (=1,2，m), 即 副 A 欠 > -号 〈i=1， 
2 ,… ,不 ) ,其 中 必 为 下 -28 的 元 . 


0 
注 : 当 ax >0 时 ,A 包 S (=1,2，……) 用 ); 
破 








Qi < 0 


2， 
当 mzr<0 时 ,As -二 《=12，mm) 故 Ab 的 允许 变化 范围 为 


五 ，> ojs AD， 到 min{ 总 人 


忆 
max| 过 QG，< 0 
CQ Qi | 条 








10. 5.3 ”工艺 条 件 ( 技 术 系 数 )4 的 变化 分 析 


设 4 的 ! 行 大 列 元 cx 有 改变 Aan. 
(1) 当 aex 所 在 的 列 向 量 为 非 基 向 量 时 ,Aau 不 影响 解 的 可 行 性 ,只 要 对 应 的 


10. 6 ”南水北调 水 指标 的 分 配 问题 | 筷 


检验 数 wx = -CsB Aan 么 0, 则 可 得 Ce 五 Aaxr 三 ax, 即 CapB,Aau 三 at, 其 中 
中 -1 二 (8 DB). 


于 是 , 当 Csp, >0 时 ， Acau>Pp ; 当 Cep, <0 时 ， Au< 世 - 


《2) 当 aa 所 在 的 列 为 基 变 量 时 ,由 于 Acn 不 仅 影 响 解 的 可 行 性 ,而 且 会 影 
响 解 的 最 优 性 ,情况 比较 复杂 ,对 具体 问题 只 能 具体 分 析 了 . 


10.6 ”南水北调 水 指标 的 分 配 问题 


10.6.1 问题 的 提出 


南水北调 中 线 工程 建成 后 ,预计 2010 年 年 调 水 量 为 110 亿 m ,主要 用 来 解 
次 京 津 、 费 、 了 四 省 (市 ) 的 沿线 20 个 大 中 城市 的 生活 用 水 、 工 业 用 水 和 综合 服 
务 业 的 用 水 ,分 配 比例 分 别 为 40% .38% 和 22% . 这 样 可 以 改善 我 国 中 部 地 区 的 
生态 环境 和 投资 环境 ,推动 经 济 发 展 . 用 水 指标 的 分 配 总 原则 是 :改善 区 域 的 缺 
水 状况 、 提 高 城市 的 生活 水 平 、 促 进 经 济 发 展 、 提 高 用 水 效益 改善 城市 环境 . 根 
据 2000 年 的 统计 数据 ,各 城市 的 人 口 数量 差异 大 ,基本 状况 和 经 济 情况 也 不 相 
同 . 各 城市 现 有 的 生活 、 工 业 和 综合 服务 业 的 用 水 情况 不 同 , 缺 水 程度 也 不 同 
(如 表 10 -4). 





表 10 -4 2000 年 的 基本 情况 










大 | 增加 值 
号 (万 人 ) 增长 率 |( 亿 元 )| 率 














2 天 津 682 | 739 11.7 


3 | 廊坊 56 | 9.15 | 193 | 10.0 
4 | 保定 87 | 5.9 268 


和 
5 | 沧州 46 | 5.87 | 480 
de ss 

6 | 衡水 78 | 6.12 | 256 


7 | 石家庄 218 | 5.41 464 
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城市 人 口 “| ”工业 产值 “| 综合 服务 业 

















序 | 纳 汪 _| 全 用 条 | 合 服务 | 业 增加 
-| 襄 | 总 数 | 年 自然 | 增加 值 | 年 增长 | 人 均 产 | 年 增长 | “ 量 。 | 业 用 水 | 值 用 水 
叶 | 称 ，|( 万 人 )| 增 长 率 |( 亿 元 )| 率 | 值 (万 | 率 |( 升 /日 | , 量 、| 量 
(9o) (多 ) | 元 ) | (%%) (mm) | (mm) 
下 | 
8 | 邢台 | 52 4.5 189 10.9 0.45 | 12.0 165 315 131 
9 | 邯郸 81 3.69 | 721 10.0 | 0.22 区 230 上 | 126 
10 | 安阳 83 6.61 110 6.9 | 0.16 111.7 320 310 186 
了 | 加 | | 下 | 
11 | 鹤壁 | 42 8.0 36 9.6 | 0.18 | 220 320 210 





12 | 濮阳 41 6.1 | 97 8.7 








0 
SS 县 
13 | 焦作 72 6.01 104 10.3 | 0.22 8.9 160 280 205 
0 


14 | 新 乡 128 2 67 8.0 






































2 让 
15 | 郑州 | 220 | 5.12 | 310 0.53 | 10.2 | 164 | 220 88 
16| 许昌 | 78 | .6.56| 72 1 | 0.17| 9%2 | 180 | 320 | 210 
17 | 平顶山 | 90 | 6.61| 114 0.18 | 841|1 155 | 310 189 
18 | 周口 | 32 | 6.44| 106 0.0 | 0.12 11.3| 165 | 340 | 210 
19| 洒 河 | 5 | 46 | 8 | 9%o|1o5|10.31 148 | 280 | 200 
-| 一 二 一 
20| 南阳 | 121 | 59 | 211 |10.4 |0.13 | 8.8 | 202 | 320 180 
一 二 一 一 民 十 
全 国平 均值 | 一 | 10.7 | 一 | 9%9 1023 17.8 | 29 | 610 | 288 
要 研究 的 问题 是 : 


(1) 请 你 综合 考虑 各 种 情况 ,给 出 2010 年 每 个 城市 的 调 水 分 配 指标 ,使 得 
各 城市 的 总 用 水 情况 尽量 均衡 ; 

(2) 由 于 各 城市 的 基本 状况 和 自然 条 件 不 同 , 对 相同 的 供水 量 所 产生 的 经 
济 效益 不 同 ,请 从 经 济 效益 的 角度 ,给 出 调 水 指标 的 分 配方 案 . 但 是 ,要 注意 到 ， 
每 个 城市 的 工业 和 综合 服务 业 的 发 展 受 产业 规模 的 限制 ,不 可 能 在 短 时 间 内 无 
限制 的 增长 . 


10. 6.2 ”模型 的 假设 与 符号 说 明 


1 模型 的 假设 

(1) 原 有 供水 量 基 本 保持 不 变 ; 

(2) 人 口 自然 增长 率 、. 工 业 增 加 值 年 增长 率 和 综合 服务 业 人 均 产 值 年 增长 
率 基 本 保持 不 变 ; 


10. 6 ”南水北调 水 指标 的 分 配 问 . 


(3) 所 给 工业 增加 值 年 增长 率 、 综 合 服务 业 人 均 产 值 年 增长 率 是 在 200、 
的 供水 条 件 下 的 值 , 即 投入 的 水 量 按 当年 的 万 元 用 水 量 产生 经 济 效益 . 

2 符号 说 明 

Pto ,P0 分 别 表示 第 守 个 城市 的 2000 年 ,2010 年 的 人 日 总 数 ;Pr, 表示 第 
个 城市 人 口 自 然 增长 率 ;" ,上 分 别 表示 第 守 个 城市 2000 年 ,2010 年 的 工业 增 
加 值 ;7r; 表示 第 站 个 城市 工业 年 增长 率 ;S!" ,S! 7 分 别 表示 第 守 个 城市 2000 年 ， 
2010 年 的 综合 服务 业 人 均 产 值 ;Sr; 表示 第 站 个 城市 综合 服务 业 年 增长 率 ; 到 , 表 
示 第 字 个 城市 2010 年 的 分 配 用 水 量 ; 忆 " , 疏 ” 分 别 表示 第 守 个 城市 2000 年 ， 
2010 年 的 人 均 生 活用 水 量 ;Z" , 玉 ) 分 别 表示 第 守 个 城市 2000 年 ,2010 年 的 万 
元 工业 增加 值 用 水 量 ;2!" ,Z47 分 别 表示 第 站 个 城市 的 2000 年 ,2010 年 的 万 元 
综合 服务 业 用 水 量 ;x; 表示 分 配 第 站 个 城市 的 生活 用 水 总 量 指标 ;y; 表示 分 配 第 
;个 城市 的 工业 用 水 总 量 指标 ;z 表示 分 配 第 站 个 城市 的 综合 服务 业 用 水 总 量 指 
标 ;c,b,e 分 别 表 示 生 活用 水 ,工业 用 水 ,综合 服务 业 用 水 的 分 配 比例 


10.6.3 问题 的 分 析 


对 于 问题 (1) ,要 求 各 城市 的 总 用 水 情况 尽量 "均衡 ” ,而 各 城市 现 有 的 三 项 
用 水 指标 各 不 相同 ,因此 ,我们 把 “均衡 "定义 为 各 城市 新 增加 供水 量 与 原 有 供 
水 量 的 比例 相等 . 

对 于 问题 (2) ,需要 给 出 一 个 供水 指标 的 优化 分 配方 案 ,这 可 以 通过 建立 线 
性 规划 模型 来 实现 . 首先 ,根据 各 城市 的 实际 数据 ,可 以 计算 出 2010 年 的 每 个 城 
市 的 工业 和 综合 服务 业 万 元 产值 用 水 量 . 工业 万 元 增加 值 用 水 量 为 

79) 19) (9) 
1 (+ 让 ) (1 六 Da 
即 2010 年 工业 万 元 增加 值 用 水 量 等 于 2000 年 的 工业 用 水 总 量 除 以 2010 年 的 
预计 工业 增加 值 ( 不 考虑 调 水 的 情况 下 ),. 那么 , 调 水 后 用 于 工业 产生 的 经 济 效 


下 ”= (= 1,2,…,20)， 








益 等 于 工业 的 调 水 总 量 除 以 万 元 增加 值 用 水 量 , 即 CL = FT (= 1,2，， 
20). 对 于 综合 服务 业 可 得 到 类 似 结果 ; 
0 
Zoo .so Z 











(1) 
0 
(= 1,2,…,20). _ 
然后 ,以 调 水 量 产生 的 工业 和 综合 服务 业 效益 总 值 为 最 大 化 目标 , 调 水 总 量 为 约 
束 ,建立 线性 规划 模型 
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注 : 工业 和 综合 服务 业 的 发 展 受 产业 规模 的 限制 ,不 可 能 在 短 时 间 内 无 限 
制 的 增长 . 因此 ,要 适当 考虑 各 城市 的 工业 和 综合 服务 业 的 均衡 发 展 , 即 调 水 量 
不 应 过 分 集中 . 参照 问题 (1) ,引信 各 城市 调 水 量 与 原 有 供水 量 的 比值 (工业 和 
综合 服务 业 ) 作为 衡量 指标 ,并 限制 每 个 城市 的 用 于 工业 和 综合 服务 业 的 调 水 
指标 都 不 能 低 于 平均 值 ( 问 题 (1) 的 计算 结果 ) 的 50%. 将 这 一 约束 加 入 到 线性 
规划 模型 中 , 即 可 求 得 分 配方 案 . 


10. 6. 4 ”模型 的 建立 与 求解 


问题 (1) : 
首先 确定 2010 年 受益 城市 的 生活 用 水 、 工 业 用 水 、 综 合 服务 业 平 均 增 长 的 
比例 分 别 为 A,Az,A3. 由 假设 可 有 


20 20 

生活 用 水 : 下 "Pi +l110x10x04= 下 PCL+A)， 
ti=1 i=1 
20 


20 
工业 用 水 : 多 了 0 1 +110xl10x038 = 0 12 (1L+Az)， 
1 


| 


20 20 
综合 服务 业 用 水 : 》 Z40 .8 +110x10x0.22 = 》 2Zf0 .3 人 (1+)3)， 
1 = 上 1=1 


则 求解 得 
110 x 103 x 0.4 110 x 108 x0.38 110 x 108 x 0.22 
人 Az = ”20 ， As = 有 20” 


了 ” ， 三 (0) 》 了 (9) & To) >》 Zi SC0) 


= 1 1i=1 = 工 


经 计算 可 得 A, =1.301 1,A; = 0. 631 69,A;， = 0. 568 56. 然后 ,按照 “均衡 原则 
可 以 计算 出 各 城市 的 生活 用 水 、 工 业 用 水 、 综 合 服务 业 用 水 的 分 配 指标 , 即 
二 0 .PC) .ACE = 1,2,…,20)， 
y，= 斑 2 7 。 人 人 本 1,2,……,20) ， 
z = Z( .3S(0) “Ai = 1,2,……,20)， 
故 分 配 用 水 总 量 为 丙 =x; +yi+z (=1,2,…,20) ,计算 结果 如 表 10 - 5. 
表 10-sS 问题 (1) 调 水 分 配方 案 


1 









水 指标 
( 亿 m ) 
生活 用 水 x; 6. 769 
工业 用 水 y 6. 657 | 3. 361 
服务 业 用 水 aa， | 13.28 | 4. 506 
总 用 水 量 不 ， 41. 44 








0. 659 12. 764 |0. 407 10. 885 |1. 261 
1.941 |2. 521 |1. 564 15. 739 |1. 292 
0.282 |11.28210. 14 |10. 324 10. 234 
2. 882 |16. 567 12. 111 16. 948 2. 787 
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续 表 






水 指标 
( 亿 m) 

加 | 下 二 
生活 用 水 Xi 0. 439 | 0.339 |0.547 | 1.52 |1.71410. 667 10. 662 10. 251 |0. 408 | 1. 161 


















工业 用 水 y 0. 478 | 1.042 |1.347 | 0.762|1.723 |0. 955 |1. 361 11. 406 | 1. 046|“ 2. 399 


服务 业 用 水 入 
总 用 水 量 克 ， 
































0. 252 | 0. 406|1. 459 |0. 24110. 286 10. 074 10. 13910 0. 286 
























2. 146 | 2. 688|4. 896 11. 863 |2. 314 11. 73111. 593 |3. 846 





问题 (2) : 

根据 上 面 对 问 题 的 分 析 , 生 活用 水 指标 与 问题 (1) 相 同 ,只 需 讨论 工业 和 综 
合 服务 业 的 调 水 指标 . 由 于 各 城市 的 基本 状况 和 自然 条 件 的 差异 ,对 相同 的 供水 
量 所 产生 的 经 济 效益 不 同 ,从 经 济 效益 的 角度 力求 对 调 水 指标 有 最 高 的 经 济 效 
益 . 同时 注意 到 ,每 个 城市 的 工业 和 综合 服务 业 的 发 展 受 产业 规模 的 限制 ,不 可 
能 在 短 时 间 内 无 限制 的 增长 . 由 此 可 知 , 对 每 个 城市 的 调 水 指标 都 应 有 上 限 和 下 
限 的 约束 . 于 是 ,2010 年 最 优 的 调 水 分 配 指标 应 满足 下 面 的 线性 规划 模型 , 

目标 函数 为 总 的 经 济 效益 最 大 , 即 


20 20 
maxG=- 20+c = 


其 约束 条 件 为 


> 7 = 0.38 x 110 x 108 ， 
4= 工 
20 
>z=0.22x1ll0x10， 
2=| 


< 1.5》，， 


《0) (0) 是 
= 一 一 二 ;GZ = 一 一 一 一 (1 =1,2,…,20). 这 是 一 个 
是 (1 + 万 ) 0 (1+Sr) (1+Pr)2 )- 这 是 一 1 


较 复 杂 的 线性 规划 模型 ,使 用 MATLAB 的 linprog 函数 求解 可 得 最 优 值 为 C = 
7.375 80 x 10”. 具体 的 调 水 分 配方 案 如 表 10 - 6. 


@| 第 十 童 ”线性 规划 方法 


表 10-6 问题 (2) 的 调 水 分 配方 案 










了 
〈( 亿 立方 米 ) 
生活 用 水 量 w | 21.15 | 6.769 


工业 用 水 量 y; 9. 98d| 5. 042 
服务 业 用 水 量 y， | 18. 737 2.253 


总 用 水 量 厂 ， 





| 0. 659 2.764|0 407 |0. ee 





1. 668 10. 97 |3.781|2. 346 |2. 869 10. 646 





0. 09110. 14110. 641|10.07 |10. 16210. 117 

















49. 873|14. 064 7. 186 








水 指标 
( 亿 立 方 米 ) 
生活 用 水 量 x; 
工业 用 水 量 y 
服务 业 用 水 量 7 
总 用 水 量 丙 ， 











0. 521 |0. 673 | 0. 381 


0. 057 10. 126 | 0. 203|0. 729 |0. 121 |10. 143 | 0. 037 |0. 069 | 0 
0.747 | 0.917 |1.346 | 2. 104| 5. 028 | 2. 221 | 1. 485 |0. 991 1. 001 |3. 753 
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本 和 整数 规划 方法 








中 .1 整数 规划 的 模型 


如 果 一 个 数学 规划 的 某 些 决策 变量 或 全 部 决策 变量 要 求 必 须 取 整 数 , 则 这 
样 的 问题 称 为 整数 规划 问题 ,其 模型 称 为 整数 规划 模型 , 

如 果 整 数 规划 的 目标 函数 和 约束 都 是 线性 的 , 则 称 此 问题 为 整数 线性 规划 
问题 . 在 这 里 我 们 只 就 整数 线性 规划 问题 进行 讨论 ,整数 线性 规划 的 一 般 模型 为 


及 
max(min)z = > CiXj 
7=1 


>》 as < 和 (=， 志 )D (= 1),2，……， 几 )， 
攻 (11.1) 


S.t. 
和 过 0 ,Xi 为 整数 (7 一 了 人 


对 于 实际 中 的 某 些 整数 规划 问题 ,我 们 有 时 候 可 以 想到 先 略 去 整数 约束 的 
条 件 , 即 视 为 一 个 线性 规划 问题 ,利用 单纯 形 法 求解 ,然后 对 其 最 优 解 进 行 取 整 
处 理 , 实际 上 ,这样 得 到 的 解 未 必 是 原 整 数 规划 问题 的 最 优 解 ,因此 ,这 种 方法 是 
不 可 取 的 ,但 可 借鉴 这 种 思想 . 

整数 规划 求解 方法 总 的 基本 思想 是 : 松弛 问题 (11. 1) 中 的 约束 条 件 (譬如 
去 掉 整 数 约 东 条件) ,使 构成 易于 求解 的 新 闻 题 一 一 松弛 问题 44) ,如 果 这 个 问 
题 (4) 的 最 优 解 是 原 问题 (11. 1) 的 可 行 解 , 则 就 是 原 问 题 (11. 1) 的 最 优 解 ; 否 
则 ,在 保证 不 改变 松弛 问题 (4) 的 可 行 性 的 条 件 下 ,修正 松弛 问题 (4) 的 可 行 域 
(增加 新 的 约束 ) , 变 成 新 的 问题 (B) ,再 求 问题 (83) 的 解 , 重 复 这 一 过 程 直到 修 
正 问题 的 最 优 解 在 原 问题 (11. 1 ) 的 可 行 域内 为 止 , 即 得 到 了 原 问题 的 最 优 解 ， 

注 : 如 果 每 个 松弛 问题 的 最 优 解 不 是 原 问 题 的 可 行 解 , 则 这 个 解 对 应 的 目 
标 函数 值 一 定 是 原 问题 最 优 值 z" 的 上 界 ( 最 大 化 问题 ) , 即 z 到 下 或 下 界 (最 
小 化 问题 ) , 即 > ” 到 
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1.2 整数 规划 的 分 梳 定 界 法 


11.2.1 分 枝 定 界 法 的 基本 思想 


将 原 问 题 (11.1) 中 整数 约束 去 掉 变 为 问题 (4) , 求 出 问题 (4) 的 最 优 解 ,如 
果 它 不 是 原 问 题 (11. 1) 的 可 行 解 , 则 通过 附加 线性 不 等 式 约束 ( 整 型 ) ,将 问题 
(4) 分 枝 变 为 若干 子 问题 (B,) (=1,2,…,7) , 即 对 每 一 个 非 整数 变量 附加 两 个 
互相 排斥 (不 交叉 ) 的 整 型 约束 , 即 可 得 到 两 个 子 问题 ,继续 求解 定 界 ,重复 这 一 
过 程 , 直 到 得 到 最 优 解 为 止 ， 

例 11.1 用 分 枝 定 界 法 求解 下 列 整数 规划 问题 

max2z = 40x， + 90x，， 
9x，+ 7x， < 56 ， 
(4) (7x， + 20x，< 70， 
xj yx 过 0, 且 为 整数 . 

解 (1) 去 掉 w% ,x， 为 整数 的 约束 , 变 为 问题 (4 ) ,求解 可 得 (4。) 的 最 优 解 
为 =4.81,x, =1.82,z =356 =z, 令 z=0, 且 0=z<z < 和 5=356. 显然 不 是 (4) 
的 可 行 解 . 

(2) 分 枝 :对 内 =4.81 附加 约束 条 件 夫 和 4,z 5 ,将 (4) 分 为 两 个 子 问 题 


〈B ) 和 (了 ) : 
max z=40xi +90x， ， max 2 =40x, +90x，， 
9x, +7x; 委 56 ， 9x, +7x2s 和 30， 
(B,) 7x; +20x; 过 70， (,) 47xi +20x; <70， 
0 和 x, 和 4,x， 二 0; Xi 志 5,Xa 过 0. 


求解 可 得 (B,) :x, =4,z =2.1,z =349;(B;):xi =5,x =1.57,z =341. 仍 
不 是 问题 (4) 的 可 行 解 , 取 子 =341,z = 0 

(3) 对 问题 (B) ,( 刀 3 ) 分 枝 : 

对 问题 (B, ) :xz =2.1 附加 约束 条 件 > 和 2 ,x: >3 分 为 问题 (C) ,(C2)， 

对 问题 ( 8, ) :xz =1.57 附加 约束 条 件 和 入 1,2 =2 分 为 问题 (Ca ) ,(C4)， 


max xz=40x; +90x，， max 2 =40x; 十 90x， ， 
9x, +7x, 生 S6 ， 9xi +7x; 和 安 350 ， 
(C) 47x, +20x; 三 70， (C,) 17x, +20x, 三 70 ， 


0<y 和 4,0 达 wu <2; 0<x, <4, 和 三 3; 
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max z=40x, +90x，， max z=40x; +90x，， 
9x, +7x 和 356 ， 9x +7x， < 和 50 ， 
(C) (7xi +20x; 过 70， (C,) /7x, +20x 三 70， 
Xi ZES;,0 达 x 和 1; Xi1 达 9$,x) 过 2. 
分 别 求解 可 得 


(C) :xi =4,x。 =2,z3 =340; (C)) :xi =1.42,x =3,z4 =327; 

(C;) :xz =5.44,% =1,z5 =308; (C4) :无 可 行 解 . 

因为 (C, ) 的 解 为 (4) 的 可 行 解 , 故 取 z=340,z=341 ,注意 到 za ,zs 和 去 2 =340， 
则 对 (C:, ) 和 (C3; ) 无 需 再 分 枝 , 将 其 剪 掉 . 由 z =340<z” < =341 可 知 ,已 得 到 
了 问题 (4) 的 最 优 解 zx，= 4,zy =2,z” =340. 


11L.2.2 分 梳 定 界 法 的 一 般 步骤 


(1) 将 原 整 数 规划 问题 (11.1) 去 掉 所 有 的 整数 约束 变 为 线性 规划 问题 
(4) ,用 线性 规划 的 方法 求解 问题 (4) , 则 有 下 列 情况 : 

1) 问题 (4) 无 可 行 解 , 则 原 问 题 (11. 1) 也 无 可 行 解 ,停止 计算 ; 

2) 问题 (4) 有 最 优 解 X" ,并 是 原 问 题 (11. 1) 的 可 行 解 , 则 此 解 就 是 (4) 的 
最 优 解 ,计算 结束 ; 

3) 问题 (4) 有 最 优 解 L” ,但 不 是 原 问题 (11. 1) 的 可 行 解 , 转 下 一 步 . 

(2) 将 互 " 代 入 目标 函数 ,其 值 记 为 ,并 用 观察 法 找 出 原 问 题 (11. 1) 的 一 
个 可 行 解 (整数 解 ,不 妨 可 取 %% =0 (=1,2,…,m)), 求 得 目标 函数 值 (下 界 
值 ) , 记 为 z, 则 原 问题 (11. 1) 的 最 优 值 记 为 z” , 即 有 :和 z 么 3, 转 下 一 步 ; 

(3) 分 枝 : 在 问题 (4) 的 最 优 解 中 任 选 一 个 不 满足 整数 约束 的 变量 和 图 = 忆 
( 非 整数 ) ,附加 两 个 整数 不 等 式 约 束 : 刀 么 [已 ] 和 思 兰 [已 ] +1 ,分 别 加 入 到 问题 
(4) 中 ,构成 两 个 新 的 子 问题 (B,) 和 (8 ) , 仍 不 考虑 整数 约束 , 求 问题 ( 8, ) 和 
〈B2) 的 解 ， 

定 界 :对 每 一 个 子 问题 的 求解 结果 , 找 出 最 优 值 的 最 大 者 为 新 的 上 界 ,从 
所 有 符合 整数 约束 条 件 的 分 枝 中 找 出 目标 函数 值 最 大 的 一 个 为 新 的 下 界 = 

(4) 比较 与 剪 枝 : 将 各 分 枝 问 题 的 最 优 值 同 z 比较 ,如 果 其 值 小 于 z, 则 这 个 
分 枝 可 以 剪 掉 ,以 后 不 再 考虑 . 如 果 其 值 大 于 z, 且 又 不 是 原 问题 (11. 1) 的 可 行 
解 , 则 继续 分 枝 , 返 回 (3) ,直到 最 后 得 到 最 优 解 使 *” =2, 即 妇 (7J1 =1,2，…) 
为 原 问 题 (11. 1) 的 最 优 解 . 
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11.3 整数 规划 的 割 平 面 法 


11. 3. 工 割 平面 法 的 基本 思想 


首先 把 原 整数 规划 问题 (11. 1) 去掉 整数 约束 条 件 变 为 线性 规划 问题 (4)， 
然后 引入 线性 约束 条 件 ( 称 为 Gomeory 约束 ,几何 术语 称 为 割 平 面 ) 使 问题 (4) 
的 可 行 域 逐步 缩小 ( 即 切 割 掉 一 部 分 ) ,每 次 切割 掉 的 是 问题 非 整数 解 的 一 部 
分 ,不 切 掉 任 何 整数 解 , 直 到 最 后 使 得 目标 函数 达到 最 优 的 整数 解 (点 ) 成 为 可 
行 域 的 一 个 顶点 为 止 ,这 也 就 是 原 问 题 (11. 1) 的 最 优 解 . 即 利用 线性 规划 的 求 
解 方法 逐步 缩小 可 行 域 , 最 后 找到 整数 规划 问题 的 最 优 解 . 

例 11.2 用 割 平面 法 求解 下 列 整数 规划 问题 


max2z 三 %i 十 %z， 


~%i+x% <1， 
忆 +% 和 4， 
xx 过 0, 且 为 整数 . 
将 其 化 为 标准 型 


maxz = %YI 十 M%2， 
-%i+% +% =1， 
〈4) 人 Xi +X4 =4， 
xlyx2yX%3 Xi 过 0, 且 为 整数 . 


去 掉 整 数 约束 条 件 ,用 单纯 形 法 求解 相应 的 线性 规划 问题 ,可 得 非 整数 的 最 优 解 


为 a = 于 , 旭 = 本, =x =0,z= 亲 ,由 变量 之 间 的 关系 可 以 得 到 关系 式 





4 
先 二 
1 ”3 2 
4 
| 和 ER 
2 3 4 二 下 = 十， 
人 
1 3 ”4 (3 4 ， 
将 整数 与 真 分 式 分 开 有 3 


3 1 
多 2 -1 = 才 -( 3 + 于 4 
因为 ma ,zz ,zs>0, 且 为 整数 , 即 左 端 为 整数 , 右 端 也 必 为 整数 ,所 以 于 - 


(二 + 和] <0, 即 -3m -< -3 为 所 求 的 切割 方程 . 将 其 加 到 问题 的 约束 
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条 件 之 中 ,构成 新 的 问题 (B) ,并 引信 松弛 变量 , 则 有 -3z3 -x+ = -3, 即 
求 问题 
maxz = Xi 十 X2， 
-2%i +% +% = 1 
(B) 3x, +x% +%X4 = 4， 
-3x; -% +x% = 一 3， 
Xi ,X%a ,X3 ,%4 MX5 之 0. 
用 单纯 形 法 求解 , 则 可 得 到 问题 (B) 的 最 优 解 为 zx =x =%% =1, 显 然 是 原 
问题 的 可 行 解 , 即 为 所 求 整数 规划 问题 的 最 优 解 ,其 最 优 值 为 z=2 


11. 3.2 ” 割 平 面 法 的 计算 步骤 


设 原 问题 (11.1) 中 有 个 决策 变量 ,mm 个 松弛 变量 , 共 半 + 严 个 变量 , 略 去 
整数 约束 求解 线性 规划 问题 ,将 最 终 的 求解 结果 放 人 如 表 11 -1( 称 为 单纯 形 
表 ). 其 中 zx (i= 1,2,…, 咱 ) 表 示 基 变量 ,yy (1J) =1,2,…,m) 表 示 非 基 变量 , 则 
具体 计算 步骤 如 下 : 

(1) 在 最 优 解 中 任 取 一 个 具有 分 数值 的 基 变 量 ,不 妨 就 是 %(1<i 到 严 ) ,由 


表 11 -1 可 以 得 到 关系 + 袜 机 % = 已， 即 


ji = 有 (1 < < 风 )i 《11.2) 

















(2) 将 于 和 画 (1 友 ji 和 mij=1,2,…,) (为 假 分 数 ) 分 为 整数 部 分 和 非 负 的 
真 分 数 , 即 
0 = Ni+ mi = Ni+ 方 (1 = 1,2,…)a)， 
其 中 N, 和 N, 表 示 整 数 ,而 上 0< 上 <1) 和 方 (0 和 万 <1) 表 示 真 分 数 , 代 人 
(11.2) 式 ,并 将 整数 放 在 一 边 ,分数 放 在 一 边 , 即 
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和 NA (LI<i<m)i (11.3) 
(3) 要 使 和 力 都 为 整数 ,(11.3) 式 的 左 端 必 为 整数 , 右 端 也 是 整数 ,而 且 
由 方 >0, 是 非 负 整 数 ,故此 2 Ai > 0. 又 因 太 >0 是 真 分 数 ,于 是 有 大 - 


羡 fr <7 < 1 有 


六 -js<0 (1<is<m)， (11.4) 
J 了 =1 


这 就 是 所 要 求 的 一 个 切割 方程 (Comory 约束 条 件 ) ; 
(4) 对 (11.4) 式 引入 一 个 松弛 变量 $,, 则 (11.4) 式 变 为 


3 - >》 7 = -大 (1 反 守 过 见 )， 
了 =1 


将 其 代 人 原 问 题 中 去 ,求解 新 的 线性 规划 问题 ; 

《5) 应 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 ,如 果 所 求 最 优 解 为 原 问题 的 可 行 解 ( 整 数 
解 ) , 则 就 是 原 问题 的 最 优 解 ,计算 结束 . 否则 继续 构造 Comory 约束 条 件 , 直 到 
其 最 优 解 为 整数 解 停止 . 

说 明 : 在 这 里 为 什么 要 用 对 偶 单纯 形 法 求解 呢 ? 主要 是 在 Comory 方程 $， 


- 立 10 = -上 扩 中 , 当 非 基 变量 % =0 时 ,条 件 变 为 S; = -大 为 负数 , 即 为 不 可 行 
的 ,通常 的 单纯 形 法 无 法 求解 ,而 用 对 偶 单 纯 形 法 从 不 可 行 到 可 行 , 即 可 得 到 最 


优 解 , 
和 11.4 -1 整数 规划 


11.4.1 0-1 整 数 规划 的 模型 


如 果 整 数 线性 规划 问题 的 所 有 决策 变量 * 仅 限 于 取 0 或 工 两 个 数值 , 则 称 
此 问题 为 0 - 工 线性 整数 规划 ,简称 为 0 - 芷 规划. 变量 ” 称 为 0 -~ 工 变量 ,或 二 进 
制 变量 ,其 变量 取 值 的 约束 可 变 为 x: =0 或 上 ,等 价 于 风 和 1 和 思 关 0 且 为 整数 ， 
于 是 0 -1 规划 的 一 般 模 型 为 


纹 
max( min)z = CiM%i， 
生 


2 ap 《 一 坟  )b; ( 产 1,2，…, 妈 ) ， 
| 


和 =0 或 1 (7 =1,2，…) 有 ). 
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例 11.3 背包 问题 (或 载 货 问题 ) 
一 个 旅行 者 要 在 背包 里 装 一 些 最 有 用 的 东西 ,但 限制 最 多 只 能 带 ”kg 物 
品 ,每 件 物品 只 能 是 整 件 携带 ,对 每 件 物品 都 规定 了 一 定 的 “使 用 价值 《有 用 的 
程度 ). 如 果 共 有 人 件 物品 ,第 7 了 件 物品 重 o kg, 其 价值 为 ,问题 是 :在 携带 的 物 
品 总 重量 不 超过 8 kg 的 条 件 下 ,携带 哪些 物品 可 使 总 价值 最 大 ? 
1 , 当 携带 第 7 种 物品 时 ， 


设 决策 变量 x :zx = | 当 趟 痪 带 第 /种 物品 时 . 则 问题 的 模型 为 


乒 
max 2 二 让 Cj 
7 


| 》， aiMj 委 ， 
S.t.《 7=1 
% =0 或 1， 
即 为 一 个 0 -1 规划 模型 ， 

例 11.4 指派 (或 分 配 ) 问题 

在 生产 管理 上 ,为 了 完成 某 项 任务 ,总 是 希望 把 有 关 人 员 最 合理 地 分 派 ,以 
发 挥 其 最 大 工作 效率 ,创造 最 大 的 价值 . 

例如 : 设 某 单位 有 4 个 人 ,每 个 人 都 有 能 力 去 完成 4 项 科研 任务 中 的 任 一 
项 ,由 于 4 个 人 的 能 力 和 经 验 不 同 , 所 需 完成 各 项 任务 的 时 间 如 表 11 - 2 所 示 ， 
问 分 配 何人 去 完成 何 项 任务 使 完成 所 有 任务 的 总 时 间 最 少 ? 

表 11 -2 4 个 人 完成 4 项 任务 的 时 间 

















设 决策 变量 * 表 示 第 i 个 人 去 完成 第 7 项 任务 , 即 
人 必 当 第 了 个 人 去 完成 第 7 项 任务 时 ， 


1 三 i) 三 4). 


0, 当 第 ;个 人 不 去 完成 第 7 项 任务 时 
每 个 人 去 完成 一 项 任务 的 约束 为 

XIl 十 %i2 十 %l3 士 %14 二 
MX2l 十 %22 十 %23 十 %24 二 


MX3l 十 %3z2 十 %33 十 %34 二 


mm pe ) 一 me 
区 局 


MX41 十 %42 十 %43 十 %44 二 


每 一 项 任务 必 有 一 人 去 完成 的 约束 为 


11.4 0-1 整数 规划 | 盒 
Xil 十 %2l 十 MX3al 十 %4 二 
Xi + MX%2z 十 %3 十 %4z 二 
Xi3 十 X23 十 %33 十 X%43 一 
Xi4 十 %24 十 %3a4 士 %44 二 
目标 函数 为 完成 任务 的 总 时 间 : 
minz =2Xil + 15xi + 13x3 + 4xi4 + 10x2 + 4xX2 十 14x23 二 1Sx2， 
+9xa + 14x3 + 16x3 + 13x3， + 7x 十 8x + 11x3 + 9x44 
汉 .1 34 
I10 4 14 1 
9 14 16 1 
7 8 1 9 
c% 表 示 第 守 个 人 去 完成 第 7 项 任务 时 有 关 的 效益 (时 间 、 费 用 、 价 值 等 ). 故 该 问题 
的 为 一 个 0 -1 规划 模型 : 


4 
min z = > 
1 =1 


帮 
六 =1,I7=1,2,3,4， 


5 
记 系 数 和 矩阵 为 C = (co) = 5 , 称 为 效益 矩阵 ,或 价值 矩阵 ， 


4 
C5X1 
全 


了 


s.tt. sy =1j = 1,2,3,4， 


=0 或 1 (iy = 1,2,3,4). 

一 般 的 指派 (或 分 配 ) 问题 : 

设 某 单位 有 mm 项 任务 ,正好 需要 m 个 人 去 完成 ,由 于 各 项 任务 的 性 质 和 每 人 
的 专长 不 同 , 如 果 分 配 每 个 人 仅 能 完成 一 项 任务 ,应 如 何 分 派 使 完成 m” 项 任务 的 
总 效益 (或 效率 ) 最 高 . 

设 该 指派 问题 有 相应 的 效益 矩阵 C = (cy ) ,,, 其 元 素 cy 表示 分 配 第 站 个 人 
去 完成 第 /7 项 任务 时 的 效益 . 或 者 说 :以 c; 表 示 给 定 的 第 ;单位 资源 分 配 用 于 第 / 
项 活动 时 的 有 关 效 益 . 

设 问题 的 决策 变量 为 x 是 0 -1 变量 , 即 

二 全 当 分 配 第 ;个 单位 资源 用 于 第 7 项 活动 时 ，(i ) - 1.2 .由 )， 

”Lo, 当 不 分 配 第 ;个 单位 资源 用 于 第 7 项 活动 时 
其 数学 模型 为 
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|] 11.5 
2 人 = 1 = 12，P， 


和 六 二 0 或 1 (7 三 1,2，…) 寻 )， 


11.4.2 0 -1 规划 的 隐 枚 举 法 


显 枚 举 法 (又 称 为 穷 举 法 ) : 主要 是 把 问题 的 所 有 可 能 的 组 合 情 况 ( 共 2 
种 ) 列 举 出 来 进行 比较 ,找到 所 需要 的 最 优 解 . 

隐 枚 举 法 : 主要 是 从 实际 出 发 ,在 问题 所 有 可 能 的 组 合 取 值 中 利用 “过滤 条 
件 ” 排 除 一 些 不 可 能 是 最 优 解 的 情况 ,只 需 考 查 其 中 一 部 分 组 合 就 可 以 得 到 问 
题 的 最 优 解 . 因此 , 隐 枚 举 法 又 称 为 部 分 枚 举 法 . 

隐 枚 举 法 不 需要 更 多 的 理论 和 知识 , 当 问题 的 维 数 二 不 是 特别 大 时 , 隐 术 举 
法 是 求解 0 -1 规划 的 一 种 有 效 方法 ,但 对 于 过 滤 条 件 的 确定 ,要 根据 实际 问题 
的 具体 情况 具体 分 析 而 定 . 


1.s 指派 问题 的 匈牙利 方法 


“匈牙利 方法 ”最早 是 由 匈牙利 数学 家 康 尼 格 (D. Konig) 用 来 求 和 矩阵 中 零 元 
素 的 个 数 的 一 种 方法 ,由 此 他 证 明了 "矩阵 中 独立 零 元 素 的 最 多 个 数 等 于 能 覆 
盖 所 有 有 零 元 素 的 最 少 直线 数 ”. 1955 年 由 库 恩 ( 双 . 允 . Kuhn ) 在 求解 著名 的 指派 
问题 时 ,引用 了 这 一 结论 ,并 对 具体 算法 做 了 改进 ,仍然 称 为 匈牙利 方法 


11. .1 匈牙利 方法 的 基本 思想 


由 于 每 个 问题 都 有 一 个 相应 的 效益 矩阵 ,可 以 通过 初等 变换 修改 效益 矩阵 
的 行 或 列 的 元 素 ,使 得 在 每 一 行 或 每 一 列 中 至 少 有 一 个 零 元 素 , 直 到 在 不 同行 、 
不 同 列 中 至 少 有 一 个 零 元 素 , 从 而 得 到 与 这 些 零 元 素 相对 应 的 一 个 完全 分 配方 
案 ,这 个 方案 是 原 问 题 的 一 个 最 优 分 配方 案 . 

定理 11.1( 指派 问题 的 最 优 性 ) ”如 果 问 题 (11.5) 的 效益 矩阵 C = (cr)，x， 
的 第 站 行 第/ 列 中 的 每 个 元 素 分 别 减 去 一 个 常数 ec 变 为 矩阵 妈 = ( 必 )x 则 
以 新 的 矩阵 了 为 效益 矩阵 和 新 的 目标 函数 与 原 效益 矩阵 C 和 原 目标 函数 求 得 
的 最 优 解 相 同 ,最 优 值 只 差 一 个 常数 . 

证 ”只 要 证 明 新 目标 函数 和 原 目 标 函 数值 相差 一 个 常数 . 

事实 上 ,因为 必 =cy-a-b(1<ij<n), 则 新 的 目标 函数 为 


11.5 “指派 问题 的 匈牙利 方法 | 代 


1 J=1 


pe 
线 于 邦 

CjXy 一 a >》 一 >》 xy 
i= 7=1 ?31 


全 co (aa+b) =z-(a+pb)， 
5=1 J=1 


兢 
1 7=1 


了 


故 二 者 相差 一 个 常数 c + ,最 优 解 相同 . 


11. 5. 2 ”匈牙利 方法 的 基本 步骤 


根据 指派 问题 的 最 优 性 ， 若 从 效益 矩阵 C = (cr) ,的 一 行 (或 列 ) 各 元 素 
分 别 减 去 该 行 ( 列 ) 的 最 小 元 素 ,得 到 新 矩阵 刀 = (d 必 ) ,那么 以 刀 为 效益 矩阵 
所 对 应 问题 的 最 优 解 与 原 问 题 的 最 优 解 相同 此 时 求 最 优 解 的 问题 可 转化 为 
求 效益 抢 阵 的 最 大 !1 元 素 组 的 问题 . 

下 面 给 出 一 般 的 匈牙利 方法 的 计算 步骤 : 

第 1 步 : 对 效益 矩阵 进行 变换 ,使 每 行 每 列 都 出 现 有 0 元 素 ， 

(1) 从 效益 矩阵 C 中 每 一 行 减 去 该 行 的 最 小 元 素 ; 

(2) 再 在 所 得 矩阵 中 每 一 列 减 去 该 列 的 最 小 元 素 , 所 得 矩阵 记 为 刀 = 
《dy) xn 
第 2 步 : 将 矩阵 刀 中 0 元 素 置 为 1 元 素 , 非 零 元 置 为 0 元 素 , 记 此 矩阵 为 五 . 

第 3 步 :确定 独立 1 元 素 组 . 

(1) 在 矩阵 吾 含有 1 元 素 的 各 行 中 选择 1 元 素 最 少 的 行 , 比 较 该 行 中 各 1 
元 素 所 在 的 列 中 1 元 素 的 个 数 ,选择 1 元 素 的 个 数 最 少 的 一 列 的 那个 工 元 素 ; 

(2) 将 所 选 的 1 元 素 所 在 的 行 和 列 清 0; 

(3) 重复 第 2 步 和 第 3 步 ,直到 没有 !1 元 素 为 止 , 即 得 到 一 个 独立 荆 元 
素 组 ， 

第 4 步 :判断 是 否 为 最 大 独立 1 元 素 组 . 

(1) 如 果 所 得 独立 1 元 素 组 是 原 效益 抢 阵 的 最 大 独立 1 元 素 组 ( 即 1 元 素 
的 个 数 等 于 矩阵 的 阶 数 ) , 则 已 得 到 最 优 解 ,停止 计 算 . 

(2) 如 果 所 得 独立 1 元 素 组 还 不 是 原 效益 抢 阵 的 最 大 独立 1 元 素 组 ,那么 
利用 寻找 可 扩 路 的 方法 对 其 进行 扩张 ,进行 下 一 步 . 

第 5 步 :利用 寻找 可 扩 路 方法 确定 最 大 独立 1 元 素 组 . 

(1) 做 最 少 的 直线 覆盖 和 矩阵 妈 的 所 有 0 元 素 ; 

(2) 在 没有 被 直线 覆盖 的 部 分 找 出 最 小 元 素 ,在 没有 被 直线 覆盖 的 各 行 减 
去 此 最 小 元 素 ,在 没 被 直线 覆盖 的 各 列 加 上 此 最 小 元 素 , 得 到 一 个 新 的 矩阵 , 返 
回 第 2 步 . 
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说 明 : 上 面 的 算法 是 按 最 小 化 问题 给 出 的 ,如 果 问 题 是 最 大 化 问题 , 即 模型 
(11.5) 中 的 目标 函数 换 为 max z = crzy :此 令 M=max(c) 和 的 =M 5 


妨 中 


>0, 则 效率 矩阵 变 为 召 =( 妨 ),。xw 于 是 考虑 目标 函数 为 min z = Z 2 bxzr 的 


il1 7=1 


问题 , 仍 用 上 面 的 方法 步骤 求解 所 得 最 小 解 也 就 是 对 应 原 问题 的 最 大 解 . 
另外 ,按照 匈牙利 方法 计算 步骤 ,对 于 这 一 类 问题 的 求解 ,可 以 用 MATLAB 


编程 实现 . 
和 11.6 ”招聘 公务 员 问 题 "5”: 


11L.6.1 问题 的 提出 


我 国 公务 员 制 度 已 实施 多 年 ,1993 年 10 月 1 日 颁布 施行 的 《国家 公务 员 暂 
行 条 例 》 规 定 ; “国家 行政 机 关 录 用 担任 主任 科 员 以 下 的 非 领导 职务 的 国家 公务 
员 ,采用 公开 考试 .严格 考核 的 办 法 ,按照 德 才 兼 备 的 标准 择优 录用 “… 目前 ,我 
国 招 聘 公 务 员 的 程序 一 般 分 三 步 进行 :公开 考试 (笔试 ) 面试 考核 ,择优 录取 , 

现 有 某 市 直属 单位 因 工作 需要 , 拟 向 社会 公开 招聘 8 名 公务 员 ,具体 的 招聘 
办 法 和 程序 如 下 : 

(一 ) 公开 考试 :凡是 年 龄 不 超过 30 周岁 ,大 学 专科 以 上 学 历 , 身 体 健 康 者 
均 可 报名 参加 考试 ,考试 科目 有 :综合 基础 知识 .专业 知识 和 “行政 职业 能 力 测 
验 ” 三 个 部 分 ,每 科 满 分 为 100 分 . 根据 考试 总 分 的 高 低 排 序 按 1:2 的 比例 ( 共 16 
人 ) 选 择 进入 第 二 阶段 的 面试 考核 . 

(二 ) 面试 考核 :面试 考核 主要 考核 应 聘 人 员 的 知识 面 \ 对 问题 的 理解 能 力 、 
应 变 能 力 、 表 达能 力 等 综合 素质 . 按照 一 定 的 标准 ,面试 专家 组 对 每 个 应 聘 人 员 
的 各 个 方面 都 给 出 一 个 等 级 评分 ,从 高 到 低 分 成 A/B/ZCZD 四 个 等 级 ,具体 结果 
见 表 11 -3 所 示 ， 

(三 ) 由 招聘 领导 小 组 综合 专家 组 的 意见 、 笔 初试 成 绩 以 及 各 用 人 部 门 需求 
确定 录用 名 单 ,并 分 配 到 各 用 人 部 门 . 

该 单位 拟 将 录用 的 8 名 公务 员 安排 到 所 属 的 7 个 部 门 , 并 且 要 求 每 个 部 门 
至 少 安排 一 名 公务 员 . 这 7 个 部 门 按 工作 性 质 可 分 为 四 类 :(1) 行政 管理 《2) 
技术 管理 `(3) 行政 执法 4) 公共 事业 . 见 表 11 -4 所 示 ， 

招聘 领导 小 组 在 确定 录用 名 单 的 过 程 中 ,本 着 公平 公开 的 原则 ,同时 考虑 





人 本 案例 选 自 2004 年 中 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 D 题 . 


11.6 ”招聘 公务 员 问题 | 全 


录用 人 员 的 合理 分 配 和 使 用 ,有 利于 发 挥 个 人 的 特长 和 能 力 . 招聘 领导 小 组 将 7 
个 用 人 单位 的 基本 情况 (包括 福利 待遇 、 工 作 条 件 、 劳 动 强度 .晋升 机 会 和 学 习 
深造 机 会 等 ) 和 四 类 工作 对 聘用 公务 员 的 具体 条 件 的 希望 达到 的 要 求 都 向 所 有 
应 聘 人 员 公布 (如 表 11 -4). 每 一 位 参加 面试 人 员 都 可 以 申报 两 个 自己 的 工作 
类 别 志愿 (如 表 11 -3). 请 研究 下 列 问 题 : 
(1) 如 果 不 考 虑 应 聘 估 员 的 意愿 ,择优 按 需 录用 , 试 帮助 招聘 领导 小 组 设计 
一 种 录用 分 配方 案 ; 
(2) 在 考虑 应 聘 人 员 意愿 和 用 人 部 门 的 希望 要 求 的 情况 下 ,请 你 帮助 招聘 
领导 小 组 设计 一 种 分 配方 案 ; 
(3) 你 的 方法 对 于 一 般 情况 , 即 N 个 应 聘 人 员 W 个 用 人 单位 时 ,是 否 可 行 ? 
表 11-3 招聘 公务 员 笔 试 成 绩 ,专家 组 的 面试 评分 及 个 人 志愿 
专家 组 对 应 聘 者 特长 的 等 级 评分 
笔试 


应 聘 人 员 申报 类 别 志愿 认识 本 
成 绩 专业 知识 面 1 ee 表达 能 力 





本 












































人 员 1 | 290 | (2) | (3) B B 
人 员 2 288 (3) 了 A GE 
人 员 4 285 《4) 区 加 交 B B B 
和 人 C 
RE 
人 员 6 | 283 D 人 B 
人 员 8 280 《2) (4) 一 
人 员 9 | 280 | (1D) | (3) B 
D 
人 员 11 278 (4) (1) D 
人 员 12 | 277 | (3) | (4) A 
B 
了 
及 
B 














人 员 7 | 280 | (4) 
人 员 10 | 280 | (3) | (CD 
人 和 人员 13 | 275 | (2) | (CU 








人 人员 14 | 275 (1) (3) 











人 人员 15 | 274 (1) (4) 
人 人员 16 | 273 (4) (1) 
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表 1-4 用 人 部 门 的 基本 情况 及 对 公务 员 的 期 望 要 求 












































各 用 人 部 门 的 基本 情况 各 部 门 对 公务 员 特 长 的 期 望 要 求 
、| 工作 
用 人 部 门 类 别 二 和 | 主 帮 专业 知 | 认识 理 | 灵活 应 | 表达 
待遇 识 面 | 解 能 力 | 变 能 力 | 能 力 
部 门 1 | 《1) 者 B A | A 
部 门 2 | (2) | 中 
A B B C 
部 门 3 | (2) | 中 
二 
部 门 4 | (3) | 优 ，| 
C C A A 
部 门 $ 站 全 达 汉 = 
部 门 6 | (4) 
收 B B A 
部 门 7 | (4) 


























11. 6. 2 ”问题 的 背景 与 分 析 


目前 , 随 着 我 国 改革 开放 的 不 断 深 入 和 《国家 公务 员 暂 行 条 例 》 的 颁布 实 
施 ,几乎 所 有 的 国家 机 关 和 各 省 \ 市 政府 机 关 , 以 及 公共 事业 单位 等 都 公开 面向 
社会 招聘 公务 员 ,或 工作 人 员 . 尤其 是 面向 大 中 专 院 校 的 毕业 生 招聘 活动 非常 普 
遍 . 一 般 都 是 采取 “初试 + 复试 + 面试 ”的 择优 录用 方法 ,特别 是 根据 用 人 单位 
的 工作 性 质 ,复试 和 面试 在 招聘 录取 工作 中 占有 突出 的 地 位 ,同时 注意 到 ,为 了 
提高 公务 员 队 员 素 质 和 水 平 ,虽然 学 历 是 反映 一 个 人 的 素质 和 水 平 的 一 个 方面 ， 
但 也 不 能 完全 反映 一 个 人 的 综合 能 力 . 对 每 个 人 来 说 ,一 般 都 各 有 所 长 ,为 此 ,如 
何 针对 应 聘 人 员 的 基本 素质 ` 个 人 的 特长 和 兴趣 爱好 ,择优 录用 一 些 综合 素质 
好 、 综 合 能 力 强 .热爱 本 职工 作 ` 有 专业 特长 的 专门 人 才 充 实 公 务 员 队伍 ,把 好 人 
才 的 人 口 关 ,这 在 现实 工作 中 是 非常 值得 研究 的 问题 . 

在 招聘 公务 员 的 复试 过 程 中 ,如何 综合 专家 组 的 意见 、 应 聘 者 的 不 同 条 件 和 
用 人 部 门 的 需求 做 出 合理 的 录用 分 配方 案 ,这 是 首先 需要 解决 的 问题 . 当然 ， 
“多 数 原 则 ”是 常用 的 一 种 方法 ,但 是 ,在 这 个 问题 上 “多 数 原则 未必 一 定 是 最 
好 ”的 ,因为 这 里 有 一 个 共性 和 个 性 的 关系 问题 ,不 同 的 人 有 不 同 的 看 法 和 选 
择 , 怎 么 选择 ,如何 兼顾 考虑 各 方面 的 意见 是 值得 研究 的 问题 . 

对 于 问题 (1) :在 不 考虑 应 聘 人 员 的 个 人 意愿 的 情况 下 ,择优 按 需 录用 8 名 
公务 员 .“ 择 优 ?就 是 综合 考虑 所 有 应 聘 者 的 初试 和 复试 的 成 绩 来 选 优 ; 按 需 ” 
就 是 根据 用 人 部 门 的 需求 , 即 各 用 人 部 门 对 应 聘 人 员 的 要 求 和 评价 来 选择 录用 . 
而 这 里 复试 成 绩 没有 明确 给 定 具体 分 数 ,仅仅 是 专家 组 给 出 的 主观 评价 分 ,为 
此 ,首先 应 根据 专家 组 的 评价 给 出 一 个 复试 分 数 , 然 后 ,综合 考虑 初试 、 复 试 分 数 
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和 用 人 部 门 的 评价 来 确定 录取 名 单 ,并 按 需 分 配给 各 用 人 部 门 . 

对 于 问题 (2) :在 充分 考虑 应 聘 人 员 的 个 人 意愿 的 情况 下 ,择优 录用 8 名 公 
务 员 ,并 按 需求 分 配给 7 个 用 人 部 门 . 公务 员 和 用 人 部 门 的 基本 情况 都 是 透明 
的 ,在 双方 都 是 相互 了 解 的 前 提 下 为 双方 做 出 选择 方案 .事实 上 ,每 一 个 部 门 对 
所 需 人 才 都 一 个 期 望 要 求 , 即 可 以 认为 每 一 个 部 门 对 每 一 个 要 聘用 的 公务 员 都 
有 一 个 实际 的 “满意 度 " ;同样 的 ,每 一 个 公务 员 根 据 自 己 意愿 对 各 部 门 也 都 有 
一 个 期 望 满意 度 ” ,由 此 根据 双方 的 “满意 度 ” ,来 选取 使 双方 “满意 度 最 大 的 
录用 分 配方 案 . 

对 于 问题 43) 是 问题 (1) 和 问题 (2) 的 方法 直接 推广 到 一 般 情 况 就 可 以 了 . 


11 6.3 ”模型 的 假设 与 符号 说 明 


1， 模 型 的 假设 

(1) 专家 组 对 应 聘 者 的 评价 是 公正 的 ; 

《2) 题 中 所 给 各 部 门 和 应 聘 者 的 相关 数据 都 是 透明 的 , 即 双方 都 是 知道 的 ; 

《3) 应 聘 者 的 4 项 特长 指标 在 综合 评价 中 的 地 位 是 等 同 的 ; 

《4) 用 人 部 门 的 五 项 基本 条 件 对 公务 员 的 影响 地 位 是 同等 的 . 

2 符号 说 明 

4 表示 第 7 个 应 聘 者 的 初试 得 分 ;Bi 表示 第 7 个 应 聘 者 的 复试 得 分 ;C; 表示 
第 7 个 应 聘 者 的 最 后 综合 得 分 ;9 表示 第 工人 个 部 门 对 第 7 个 应 聘 者 的 综合 满意 
度 ; 到 表示 第 7 个 应 聘 者 对 第 守 个 部 门 的 综合 满意 度 ;3 区 表示 第 7 个 应 聘 者 与 第 
:个 部 门 的 相互 综合 满意 度 ; 其 中 =1,2，… ,77=1,2，…，16. 


11. 6.4 ”模型 的 准备 


1， 应 聘 者 复试 成 绩 的 量化 
首先 ,对 专家 组 所 给 出 的 每 一 个 应 聘 者 4 项 条 件 的 评分 进行 量化 处 理 , 从 而 
给 出 每 个 应 聘 者 的 复试 得 分 . 注意 到 ,专家 组 对 应 聘 者 的 4 项 条 件 评 分 为 A,B， 
C,D 四 个 等 级 ,不妨 设 相应 的 评语 集 为 1 很 好 ,好 ,一 般 ,, 差 上 ,对 应 的 数值 为 5,4， 
3,2. 根据 实际 情况 取 偏 大 型 柯 西 分 布 隶 属 函 数 
和 吕 +a(x -pB) 一 ]” ,1<x 和 3， 
alinx+zpb， 3 <x 答 SS， 
其 中 a,B,a,2 为 待定 常数 . 实际 上 , 当 评 价 为 “很 好 "时 , 则 隶属 度 为 1, 即 凡 5) = 
1; 当 评价 为 “一 般 " 时 , 则 隶属 度 为 0.8, 即 拟 3) =0.8; 当 评价 为 “很 差 " 时 (在 这 
里 没有 此 评价 ) , 则 认为 隶属 度 为 0.01, 即 FL) =0.01. 于 是 ,可 以 确定 出 a = 
1. 108 6,8 =0.894 2,a =0.391 5, =0.369 9. 将 其 代入 (11.6) 式 可 得 隶属 天 
数 为 


(11.6) 
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[1+1.1086(xz -0.8942) 二 ] ,1 大 xx 和 3， 


扰 z) -1 
0.391 5ln x + 0.369 9， 3 <x 反 5， 


其 图 形 如 图 11 -| 





图 11 -1 束 属 函数 的 图 形 

经 计算 得 凡 2) =0.524 5, 几 4) =0.912 6, 则 专家 组 对 应 聘 者 各 单项 指标 的 
评价 14,B,C,Di = { 很 好 ,好 ,一 般 , 差 1 的 量化 值 为 (1,0.912 6,0.8 ,0.524 5 )， 
根据 表 11 -3 的 数据 可 以 得 到 专家 组 对 每 一 个 应 聘 者 的 4 项 条 件 的 评价 指标 
值 . 例如 :专家 组 对 第 1 个 应 聘 者 的 评价 为 (4,4,B,B), 则 其 指标 量化 值 为 (1， 
1,0.912 6,0.912 6). 专家 组 对 于 16 个 应 聘 者 都 有 相应 的 评价 量化 值 , 即 得 到 一 
个 评价 矩阵 , 记 为 丸 = (mi)iexs: 由 假设 (3) ,应 聘 者 的 4 项 条 件 在 综合 评价 中 的 
地 位 是 同等 的 , 则 16 个 应 聘 者 的 综合 复试 得 分 可 以 表示 为 


刀 = - 卫 习 5 (1 = 1,2,…,16)， (11.7) 


经 计算 ,16 名 应 聘 者 的 复试 分 数 如 下 表 11 - 
表 11 -5 应 聘 者 的 综合 复试 成 绩 














2. 初试 分 数 与 复试 分 数 的 规范 化 
为 了 便于 将 初试 分 数 与 复试 分 数 做 统一 的 比较 ,首先 分 别 用 极 差 规 范 化 方 
法 作 相应 的 规范 化 处 理 . 初试 得 分 的 规范 化 : 
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4 和 min 4， 请 一 273 








1 1<j<16 了 条 辐 呈 
max 4 - min 4 290 - 273 WU = 12，…16)， 
1 和 J 和 16 1<j<16 
复试 得 分 的 规范 化 : 
已 -min 号 
去 已， 一 0.809 3 
已 '′ = 1<sjsl16 / 人 
到 8 记 一 加 加 ”0.9653 二 0. 809 3 
1 <J 和 16 
经 计算 可 以 得 到 具体 的 结果 ， 


3， 确定 应 聘 人 员 的 综合 分 数 
不 同 的 用 人 单位 对 待 初 试 和 复试 成 绩 的 重视 程度 可 能 会 不 同 ,在 这 里 用 参 
数 w (0<a<1) 表 示 用 人 单位 对 初试 成 绩 的 重视 程度 的 差异 , 即 取 初 试 分 数 和 
复试 分 数 的 加 权 和 作为 应 聘 者 的 综合 分 数 , 则 第 7 个 应 聘 者 的 综合 分 数 为 
Ci =adi+(1-a)B (OO<a<1iJ =1,2,…，,16). (11.8) 
由 实际 数据 , 取 适 当 的 参数 w (0 大 w <1) 可 以 计算 出 每 一 个 应 聘 者 的 最 后 
这 合 得 分 ,根据 实际 需要 可 以 分 别 对 a = 0.4,0.5,0.6,0.7 来 计算 . 在 这 里 不 妨 
取 a =0.5, 则 可 以 得 到 16 名 应 聘 人 员 的 综合 得 分 及 排序 如 表 11 -6 所 示 . 
表 1L1-6 应 聘 者 的 综合 得 分 及 排序 






0.3S35 8 
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14 14 106 
人 | 一 二 
综合 分 数 0.631 6 |10.205 9 10. 147 1 |10. 5$21 9 | 0. 0S8 8 | 0. 134 6 |0.359 4 |10. 330 0 
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14 
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11. 6. 5 ”模型 的 建立 与 求解 


问题 (1) : 

首先 注意 到 ,作为 用 人 单位 一 般 不 会 太 看 重 应 聘 人 员 之 间 初 试 分 数 的 少量 
差异 ,可 能 更 注重 应 聘 者 的 特长 ,因此 ,用 人 单位 评价 一 个 应 聘 者 主要 依据 四 个 
方面 特长 . 根据 每 个 用 人 部 门 的 期 望 要 求 条 件 和 每 个 应 聘 者 的 实际 条 件 (专家 
组 的 评价 ) 的 差异 , 则 每 个 用 人 部 门客 观 地 对 各 个 应 聘 者 都 存在 一 个 相应 的 评 
价 指标 ,或 称 为 “满意 度 ”. 

从 心理 学 的 角度 来 分 析 ,每 一 个 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 每 一 _ 项 指 痢 标 都 有 一 个 
期 望 满意 度 ”, 即 反映 用 人 部 门 对 某 项 指标 的 要 求 与 应 聘 者 实际 水 平 差异 的 程 
度 . 通常 认为 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 某 项 指标 的 满意 程度 可 以 分 为 “很 不 满意 、 不 
满意 \ 不 太 满意 .基本 满意 、 比 较 满意 满意、 很 满意 "七 个 等 级 , 即 构成 了 评语 集 
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= joyo oouy25yo6y2| ,并 赋 相 应 的 数值 1 ,2,3,4,5 ,6 ,7. 

当 应 聘 者 的 某 项 指标 等 级 与 用 人 部 门 相应 的 要 求 一 致 时 , 则 认为 用 人 部 门 
为 基本 满意 , 即 满意 程度 为 wo ; 当 应 聘 者 的 某 项 指标 等 级 比 用 人 部 门 相应 的 要 求 
高 一 级 时 , 则 用 人 部 门 的 满意 度 上 升 一 级 , 即 满意 程度 为 %5; 当 应 聘 者 的 某 项 指 
标 等 级 与 用 人 部 门 相应 的 要 求 低 一 级 时 , 则 用 人 部 门 的 满意 度 下 降 一 级 , 即 满意 
程度 为 上 ;依次 类 推 , 则 可 以 得 到 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 满意 程度 的 关系 如 图 
11 -2. 其 中 列表 示 应 聘 者 的 指标 等 级 ， 
行 表示 用 人 部 门 的 要 求 等 级 . 由 此 可 以 48 CD 


计算 出 每 一 个 用 人 部 门 对 每 一 个 应 聘 4 0 2 2 2 
者 各 项 指标 的 满意 程度 . 例如 :专家 组 B oo oo 
对 应 聘 者 1 的 评价 指标 集 为 14,4,B， Co 0 0 053 
B| ,部 门 1 的 期 望 要 求 指标 集 为 1B,4， 0 
C,41 , 则 部 门 1 对 应 聘 者 1 的 满意 各 人 


度 为 (5 ,74 ,15 ,03 ) ， 
为 了 得 到 “满意 度 " 的 量化 指标 ,注意 到 ,人 们 对 不 满意 程度 的 敏感 远 远大 
于 对 满意 程度 的 敏感 , 即 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 满意 程度 降低 一 级 可 能 导致 用 人 
部 门 极 大 的 抱怨 ,但 对 满意 程度 增加 一 级 只 能 引起 满意 程度 的 少量 增长 ， 根据 这 
样 一 个 基本 事实 , 则 可 以 取 近 似 的 偏 大 型 柯 西 分 布 隶属 函数 
人 本 +ax-pB) 一 ]- ，1< 和 xx 和 4， 
alnxy+D， 4<x% 和 7， 
其 中 a;B,a, 为 待定 常数 . 实际 上 , 当 " 很 满意 时 , 则 “满意 度 ” 的 量化 值 为 1， 
即 z…7) =1; 当 “基本 满意 "时 , 则 “满意 度 " 的 量化 值 为 0.8 , 即 信 4) =0.8; 当 很 
不 满意 ”时 , 则 “满意 度 " 的 量化 值 为 0.01, 即 护 1) =0. 01. 于 是 ,可 以 确定 出 a = 
2.494 4,8 =0.8413,a=0.1787,0=0.652 3. 故 
人 负 +2.4944(x -0.8413) 一 ]-…，1 和 xy 大 4， 
0. 178 7ln x + 0.652 3， 4 <x 芭 7. 
经 计算 得 FK2) =0.349 9,/(3) =0.6514,F(5) =0.939 9, 岂 6) =0.972 5， 
则 用 人 部 门 对 应 聘 者 各 单项 指标 的 评语 集 {w ,0232 05 06 0 的 量化 值 为 
(0.01,0. 349 9,0. 651 4,0.8,0. 939 9,0. 972 5,1), 根据 专家 组 对 16 名 应 聘 者 
四 项 特长 评分 ( 表 11 -3) 和 7 个 部 门 的 期 望 要 求 ( 表 11 -4), 则 可 以 分 别 计算 
得 到 每 一 个 部 门 对 每 一 个 应 聘 者 的 各 单项 指标 的 满意 度 的 量化 值 ,分 别 记 为 
(8 ,SS 人 3 的 ) (= 12,,737 = 1,2,…,16). 
例如 ,用 人 部 门 工 对 应 聘 人 员 1 的 单项 指标 的 满意 程度 为 (o% ,m% ,六 ) ,其 
量化 值 为 
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(SS ,S0) ,SS ) = (0.939 9,0.8,0.939 9,0.651 4). 


由 假设 (3) ,应 聘 者 的 4 项 特长 指标 在 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 综合 评价 中 有 
同等 的 地 位 ,为 此 可 取 第 站 个 部 门 对 第 7 个 应 聘 者 的 综合 评分 为 


1 < ， 
9: 党 开饭 呈 (=1,2,…,7;J =1,2,…，,16). (11.9) 


号 
1=1 


具体 计算 结果 及 排序 如 表 11 -7. 
表 11 -7 各 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 综合 评分 及 排序 


部 门 工 的 评分 | 0. 832 8 | 0.728 4 | 0. 650 3 | 0.795 6 | 0.722 5 | 0. 608 5 | 0.760 7 | 0.730 6 
与 排序 1 8 12 


部 门 2,3 的 评分 0.870 0|10.835 010.685 3|10.835 0|10.7978|10.7203|10.7978|0.8328 
2 12 3 7 


与 排序 1 


部 门 4,5 的 评分 0.812 0 | 0.765 6 | 0. 568 1 |0. 803 8 | 0.728 4 | 0.760 7|0.728 4 | 0.765 6 
与 排序 光 4 16 3 9 7 10 5 


部 门 6.7 的 评分 0.841 0|0.730 6|0.644 9|10.806 0|0.757 4|0.720 3 |0.768 8 |0.792 4 





















与 排序 1 11 

















部 门 寺 的 评分 
与 排序 


























与 排序 
部 门 4,5 的 评分 0. 832 8 | 0.685 3 | 0.725 7 | 0.765 6 | 0.637 5 | 0.7607 |0.728 4 | 0.728 4 
与 排序 1 14 




















部 门 6,7 的 评分 0.832 8 0.768 8 | 0.757 4 


与 排序 














根据 “择优 按 需 录用 "的 原则 ,来 确定 录用 分 配方 案 .“ 择 优 ” 就 是 选择 综合 
分 数 较 高 者 ,，“ 按 需 ” 就 是 录取 分 配方 案 使 得 用 人 单位 的 评分 尽量 高 . 为 此 ,我 们 
采用 下 面 的 录取 及 分 配方 案 : 
用 x 表 示 决 策 变 量 , 即 
二 1 当 录 用 第 7 个 应 聘 者 ,并 将 其 分 配给 第 ;个 部 门 时 ， 三 0 
” 10, 当 不 录用 第 7 个 应 聘 者 ,或 不 分 配给 第 个 部 门 时 7 = 1,2,…,16 
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于 是 问题 就 转化 为 求 下 面 的 优化 问题 的 解 


S.t.4i=1 (11. 10) 


xz = 0 或 1 (= 1)2, 737 = 1,2，…，16)， 
求解 可 以 得 到 录用 分 配方 案 ,根据 匈牙利 算法 用 Matlab 编程 求解 得 结果 如 表 
11 -8. 


表 11 -8 录用 及 分 配方 案 
















综合 分 数 哌 动 本 0.845 4,0.624 1 本 汐 区 冯 0.778 7 10.535 910.521 9 
部 门 评 分 |0.8328| 0.835 0,0.7978 |0.832 8|10.832 8 |0.803 8|10.768 8 |0.806 0 


问题 (2) : 

在 充分 考虑 应 聘 人 员 的 意愿 和 用 人 部 门 的 期 望 要 求 的 情况 下 ,寻求 更 好 的 
录用 分 配方 案 . 应 聘 人 员 的 意愿 有 两 个 方面 :对 用 人 部 门 的 工作 类 别 的 选择 意愿 
和 对 用 人 部 门 的 基本 情况 的 看 法 , 即 可 用 应 聘 人 员 对 用 人 部 门 的 综合 满意 度 来 
表示 ;用 人 部 门 对 应 聘 人 员 的 期 望 要 求 也 用 满意 度 来 表示 . 一 个 好 的 录用 分 配方 
案 应 该 是 使 得 二 者 的 满意 度 都 尽量 的 高 . 

(1) 确定 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 满意 度 

用 人 部 门 对 所 有 应 聘 人 员 的 满意 度 与 问题 (1) 中 的 (11.9) 式 相同 , 即 第 
个 部 门 对 第 7 个 应 聘 人 员 的 4 项 条 件 的 综合 评价 满意 度 为 


3 = 于 三 (= .27 = 12，…16)， 


(2) 确定 应 聘 者 对 用 人 部 门 的 满意 度 

应 聘 者 对 用 人 部 门 的 满意 度 主要 与 用 人 部 门 的 基本 情况 有 关 , 同时 考虑 到 
应 聘 者 所 喜好 的 工作 类 别 ,在 评价 用 人 部 门 时 一 定 会 偏向 于 自己 的 喜好 , 即 工作 
类 别 也 是 决定 应 聘 者 选择 部 门 的 一 个 因素 因此 ,影响 应 聘 者 对 用 人 部 门 的 满意 
度 的 有 五 项 指标 :福利 待遇 .工作 条 件 、 劳 动 强度 、 晋 升 机 会 和 深造 机 会 . 

对 工作 类 别 来 说 ,主要 看 是 否 符合 自己 想 从 事 的 工作 ,符合 第 一 、 二 志愿 的 
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分 别 为 满意 、 基 本 满意 ” ,不 符合 志 愿 的 为 “不 满意 ”, 即 | 满意 ,基本 满意 ,不满 
意 上 }. 实际 中 根据 人 们 对 待 工作 类 别 志 愿 的 敏感 程度 的 心理 变化 ,在 这 里 取 隶 属 
函数 为 人 xx) =bn(a -xz) ,并 要 求 凡 1) =1, 几 3) =0, 即 符合 第 一 志愿 时 ,满意 度 
为 1 ,不 符合 任 一 个 志愿 时 满意 度 为 0, 简单 计 算 解 得 cc =4,8 = 0.910 2, 即 
用 x) =0.910 2ln(4 -*). 于 是 当 用 人 部 门 的 工作 类 别 符 合 应 聘 者 的 第 二 志愿 时 
的 满意 度 分 别 为 拟 2) = 0. 630 9 , 即 得 到 评语 集 { 满意 ,基本 满意 ,不 满意 } 的 量 
化 值 为 (1,0. 630 9,0). 这 样 每 一 个 应 聘 者 对 每 一 个 用 人 部 门 都 有 一 个 满意 度 权 
值 mw (=1,2,…,7357=1,2,…,16), 即 满足 第 一 志愿 到 权 为 1 ,满足 第 二 志愿 
取 权 值 为 0. 630 9 ,不 满足 志愿 取 权 值 为 0. 

对 于 反映 用 人 部 门 基 本 情况 的 五 项 指标 都 可 分 为 “ 优 中 差 , 或 小 中 大 、 多 中 
少 三 个 等 级 ,应聘 者 对 各 部 门 的 评语 集 也 为 三 个 等 级 , 即 | 满意 ,基本 满意 ,不 
满意 | ,类 似 于 上 面 确定 用 人 部 门 对 应 聘 者 的 满意 度 的 方法 . 

首先 确定 用 人 部 门 基本 情况 的 客观 指标 值 : 应 聘 者 对 7 个 部 门 的 五 项 指标 
中 的 “ 优 . 小 多 "级 别 认为 很 满意 ,其 隶属 度 为 1“ 中 "级别 认 为 满意 ,其 隶属 度 
为 0.6; 差 \ 大 \ 少 "级 别 认为 不 满意 ,其 隶属 度 为 0. 1. 由 表 11 -4 的 实际 数据 可 
得 应 聘 者 对 每 个 部 门 的 各 单项 指标 的 满意 度量 化 值 , 即 用 人 部 门 的 客观 水 平 的 
评价 值 了 = (Th,7Ta,7a,7n,7s) (=12,…,7) ,具体 结 果 如 表 11 -9. 

表 11 -9 用 人 部 门 的 基本 情况 的 量化 指标 


部 门 1 | 部 门 2? | 部 门 3 | 部 门 4 | 部 门 5 | 部 门 6 
Tu 7 T2x 了 4 Ts Te 



































于 是 ,每 一 个 应 聘 者 对 每 一 个 部 门 的 五 个 单项 指标 的 满意 度 应 为 该 部 门 的 
与 应 聘 者 对 该 部 门 的 满意 度 权 值 wi (=1,2,…,7;7=1， 
…,16) 的 乘积 , 即 
T 人 (0 国人 
(= 1,2,…,7;7 = 1,2,…,16). 
例如 ,应聘 者 1 对 部 门 5 的 单项 指标 的 满意 度 为 
7 = (7 7 72 ,70 ,7 ) = 0.6309.(1,0.6,0.6,0.6,0. 6) 


= (0. 630 9,0. 378 5 ,0. 378.5 ,0. 378 5 ,0. 378 5 ). 
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由 假设 (3) ,用 人 部 门 的 五 项 指标 在 应 聘 者 对 用 人 部 门 的 综合 评价 中 有 同 
等 的 地 位 ,为 此 可 取 第 1 个 应 聘 者 对 第 i 个 部 门 的 综合 评价 满意 度 为 


下去 . 
7 2 (= 1,2,…,7;7 = 1,2,…，,16)， (11.11) 


(3) 确定 双方 的 相互 综合 满意 度 

根据 上 面 的 讨论 ,每 一 个 用 人 部 门 与 每 一 个 应 聘 者 之 间 都 有 相应 的 单方 面 
的 满意 度 ,双方 的 相互 满意 度 应 由 各 自 的 满意 度 来 确定 ,在 此 , 取 双 方 各 自满 意 
度 的 几何 平均 值 为 双方 相互 综合 满意 度 , 即 

ST， = VS 四 (=1,2,…,7;7 =1,2,…,16). (11.12) 

(4) 确定 合理 的 录用 分 配方 案 

最 优 的 录用 分 配方 案 应 该 是 使 得 所 有 用 人 部 门 和 录用 的 公务 员 之 间 的 相互 
综合 满意 度 之 和 最 大 . 设 决策 变量 


1， 当 录用 第 7/ 个 应 聘 者 ,并 分 配 到 第 ;i 个 部 门 时 ， ( = | 
了 = 1,2,…;16 


全 人 当 不 录用 第 / 个 应 聘 者 ,或 不 分 配 到 第 让 个 部 门 时 
于 是 问题 可 以 归结 为 下 面 的 线性 0 -1 规划 问题 


16 
1 到 》 和 2 ( 广 三 二 25355773 
J=1 


st = Mi =M5 =%i6=Mie =Xia =0， 
Xp = Mi = Mi6 =Miz 一 MX =Mil0 = Xi 二 Mil2 二 Ai14 
= =Mii6=01=2,3， 
Ma = Xi 一 Ma 二 Mill =Mia = Mi 二 Mi16 二 0 =4,5， 
xl =Ma =%a 一 Mi5 = Mo 二 Mil0 =Mil3 三 Mil4 二 0 = 6,7， 
xs = 0 或 1 (=1);2, ,737 = 1,2,…，,16) ， 
(11. 13 ) 
其 中 第 1 个 条 件 是 当 且 仅 当 录取 8 名 ,第 2 个 条 件 是 限制 一 个 应 聘 者 仅 允 许 分 
配 一 个 部 门 ,第 3 个 条 件 是 保证 每 一 个 用 人 部 门 至 少 录用 1 名 、\ 至 多 录用 2 名 公 
务 员 ,第 4 一 7 个 条 件 是 应 聘 者 不 可 能 分 配 的 部 门 约 东 . 
该 模型 为 一 个 线性 0 - 工 规 划 , 用 MATLAB 编程 求解 得 录用 分 配方 案 如 表 
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11 -10 ,总 满意 度 z =5.763 1. 
表 11 -10 最 终 的 录用 分 配方 案 










应 聘 者 序号 


综合 满意 度 |0.754 3,0.750 3 |0.682 910.757 7 10.700 010.721 5 |0.740 3 |0.656 1 


问题 (3) : 
对 于 N 个 应 聘 人 员 和 M(M < NW) 个 用 人 单位 的 情况 ,如 上 的 方法 都 是 实用 
的 ,只 是 两 个 优化 模型 (11. 10) 和 (11. 13 ) 的 规模 将 会 增 大 ,给 求解 带 来 一 定 的 
困难 . 实际 中 用 人 单位 的 个 数 M 不 会 太 大 , 当 应 聘 人 员 的 个 数 N 大 到 一 定 的 程 
度 时 ,可 以 分 步 处 理 : 先 根据 应 聘 人 的 综合 分 数 和 用 人 部 门 的 评价 分 数 择优 确定 
录用 名 单 , 然 后 再 “ 按 需 分配 . 
对 问题 (1) 而 言 , 取 所 有 应 聘 人 员 综合 分 数 与 用 人 部 门 综合 评分 的 均值 , 即 
由 (11.8) 式 和 (11.9) 式 得 
三 人 和 了 = 袜 S 


用 








对 于 满足 C < 5 或 太守 8, < 5 (1 = 1,2,…,W) 的 应 聘 人 员 淘 沁 掉 ,对 于 


下 的 应 聘 者 重新 编号 ,再 用 上 述 的 方法 求解 ,确定 录用 分 配方 案 . 如 果 匀 下 的 人 
数 仍然 很 多 , 则 可 以 做 类 似 地 进一步 择优 . 

对 于 问题 42) 处理 的 方法 类 似 , 只 是 根据 应 聘 人 员 的 综合 分 数 (11.8) 和 双 
方 综合 满意 度 (11. 12) 来 选 优 . 


11.7 参考 案例 与 参考 文献 
1. 参考 案例 


(1) 学 生 选 课 问题 一 一 文献 [1] :109 一 112 

(2) 会 议 分 组 问题 一 一 文献 [2] :170 一 185 

(3) 铁路 平板 车 的 装 货 问 题 一 一 文献 [3 ] :292 一 294 

(4) 飞机 排队 问题 一 一 文献 [3] :297 一 298 

(5) 截断 切割 问题 一 文献 [4] :286 一 301 

(6) 公司 的 战略 重组 问题 一 一 文献 [5] :198 一 203 

2.， 参考 文献 

[1] 姜 启 源 . 数学 模型 . 第 三 版 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2003 

[2] 叶 其 孝 . 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 辅导 教材 (四 ). 长 沙 : 湖 南 教育 出 版 
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社 ,1997 

[3] 李 尚 志 . 数学 建 模 数学 建 模 竞 赛 教 程 . 南京 :江苏 教育 出 版 社 ,1996 

[4] 汪 国 强 . 数学 建 模 优秀 案例 选编 . 广州 :华南 理工 大 学 出 版 社 ,1998 

[5] 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 . 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 优 秀 论文 
汇编 . 北京 :中 国 物价 出 版 社 ,2002 

[6] 杨 超 等 , 运筹 学 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004 

[7]《 运 筹 学》 教材 编写 组 . 运筹 学 . 修订 版 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,1990 

[8] 韩 中 庚 . 招聘 公务 员 问 题 的 优化 模型 与 评述 . 工程 数学 学 报 . 2004 ， 
21(7 ) :147 一 154 








实际 中 许多 较 复 杂 的 问题 都 可 归结 为 一 个 非 线 性 规划 问题 , 即 如 果 是 标 画 
数 和 约束 条 件 中 包含 有 非 线性 函数 , 则 这 样 的 规划 问题 称 为 非 线性 规划 问题 . 解 
决 这 类 问题 要 用 非 线性 的 方法 ,但 一 般 说 来 ,解决 非 线性 的 问题 要 比 解 决 线性 的 
问题 困难 得 多 ,不 像 线性 规划 有 适用 于 一 般 情况 的 单纯 形 法 . 我 们 知道 线性 规划 
的 可 行 域 一 般 是 一 个 凸 集 ,如果 线 性 规划 存在 最 优 解 的 , 则 其 最 优 解 一 定 在 可 行 
域 的 边界 上 达到 (特别 是 在 可 行 域 的 顶点 上 达到 ). 而 对 于 非 线性 规划 ,即便 存 
在 最 优 解 , 则 可 以 在 其 可 行 域 的 任何 点 达到 . 因此 ,对 于 非 线性 规划 问题 到 目前 
为 止 还 没有 一 种 适用 于 一 般 情 况 的 求解 方法 , 现 有 各 种 方法 都 有 各 自 特定 的 适 
用 范围 ,为 此 ,这 也 是 一 个 正 处 在 研究 发 展 中 的 学 科 领 域 . 


和 12.1 非 线 性 规划 的 基本 概念 


12.1.1 非 线性 规划 问题 的 数学 模型 


非 线 性 规划 的 一 般 模 型 为 
min 所 x ,xs ，…，X， ) ， 
和 ee 二 和 二 2 (12. 1) 
BCxix2 Mn) 疡 0 = 2， 
若 记 下 = (zi xx) E 玉 是 维 欧 氏 空间 中 的 向 量 (点 ) , 则 其 模型 为 
min 成 天) ， 
le =0,7 = 1,2,…，, 姓 ， (12.2) 
Ei( 下 ) 己 0J = 12，，/ 
说 明 : 
《1) 若 目标 函数 为 最 大 化 问题 ,由 max 成 时) = - min[ -大 下 ) ] , 令 下 (五 ) = 
-成 下 ) , 则 min 严 ( 下 ) = -max 所 下) ; 
《2) 若 约束 条 件 为 gj( 下 ) 和 0 , 则 -8( 王 ) 二 0; 
(3) 有 (下 ) =0 人 六 (有 ) 过 0 且 -大 ( 下 ) 过 0. 
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于 是 可 将 非 线性 规划 的 一 般 模型 写成 如 下 形式 ; 
| (12.3) 
8 下 ) 二 0,7 呈 1 ,2 ，…… ，,m， 


12.1.2 几 种 特殊 情况 


1. 无 约束 的 非 线 性 规划 

当 问 题 无 约束 条 件 时 , 则 此 问题 称 为 无 约束 的 非 线 性 规划 问题 , 即 求 多 元 函 
数 的 极 值 问 题 . 一 般 模 型 为 
人 ， (12.4) 

瑟 = 0. 

2. 二 次 规划 

如 果 目 标 函 数 是 天 的 二 次 函数 ,约束 条 件 都 是 线性 的 , 则 称 些 规划 为 二 次 
规划 . 二 次 规划 的 一 般 模型 为 


min 所 下 ) = 本 十 了 0 
| 和 1 
了 oo +0i = 1,2,…，,m， YY 
2%j 0,chk = = 工 ,2 
3. 凸 规划 
当 模 型 (12. 3 ) 中 的 目标 函数 成 下) 为 凸 函 数 ,&j() (7 = 1,2，…, 标 ) 均 为 站 
函数 ( 即 -8 () 为 凸 函 数 ) , 则 这 样 的 非 线性 规划 称 为 凸 规划 ， 


12.1.3 多 元 函数 的 极 值 


1 局 部 极 值 与 全 局 极 值 

设 几 X) 在 区 域 RCE" 上 有 定义 ,对 于 于 " E R, 如 果 存在 某 个 > 0 ,使 对 满 
足 ‖ 忆 -于 | <e 的 所 有 天 E 中 都 有 成 于 ) > 大 于 ) (或 扩 X) < 成 于 ) ) , 则 称 
X -为 KKX) 在 尽 上 局 部 极 小 (或 大 ) 点 , 凡 X” ) 为 局 部 极 小 (或 大 ) 值 

如 果 对 所 有 满足 | 瑟 -" |‖ <e 的 玉 E R( 天 半 ) 都 有 所 下 ) > 成 ) (或 
CE) < )) , 则 称 导 "为 所 X) 在 尺 上 严格 局 部 极 小 (或 大 ) 点 , 帮 ” ) 为 严格 
局 部 极 小 (或 大 ) 值 

如 果 对 所 有 瑟 E 及 都 有 成 X) > 大 站" ) (或 所 于) < 成 刁 " ) ) , 则 称 下 为/( 瑟 ) 
在 尽 上 全 局 极 小 (或 大 ) 点 , 凡 X" ) 为 全 局 极 小 (或 大 ) 值 

如 果 对 所 有 的 开 E 有 (天 ) 都 有 成 X) >7 于 ) (或 所 X) <7E )) , 则 称 
X 为 KX) 在 尺 上 严格 全 局 极 小 (或 大 ) 点 ,/ 民 " ) 为 严格 全 局 极 小 (或 大 ) 值 . 
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2， 极 值 存在 的 条 件 
定理 12.1( 必要 条 件 ) ” 设 妃 瑟 ) 在 开 集 RC 天 内 有 一 阶 连续 的 偏 导 数 , 且 
在 点 下 " E 丸 取 得 局 部 极 值 , 则 梯度 向 量 YA "”) =0, 其 中 
9F( 互 * ) 67 于” 3F( 下 " ) 
CR 
而 梯度 VF( 瑟 ) 的 方向 是 函数 / 瑟 ) 的 等 值 面 (或 等 值 线 ) 的 法 线 方向 , 即 是 函数 
值 增 加 最 快 的 方向 ,而 负 方 向 是 函数 值 减 少 最 快 的 方向 . 
定理 12.2( 充分 条 件 ) 设 态 环 ) 在 开 集 RC 玉 内 有 二 阶 连续 的 偏 导 数 , 若 
有 *E 及 使 VKE ) =0, 且 对 任何 非 零 向 量 和 ER 有 互 刀 (下 ) 瑟 >0, 则 瑟 * 
为 护 天 ) 的 严格 局 部 极 小 点 . 其 中 豆 ( 于 ” ) 为 7) 在 于 "点 的 海 赛 (Hesse) 矩 
阵 , 即 





87 ) 87) 97 ) 


9x1 0OX10X2 DOX1DX， 
9 ) KE ) .， 37 ) 





再 ( 疏 " ) = | 9xz0xi 8x2 xz20x， 


0/( ) 9 ) 98: 态 " ) 


gx ,0Xi 0x ,0X， 8x2 
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12.2.1 一 般 迭 代 法 


和 迭代 法 是 求解 非 线性 规划 问题 的 最 常用 的 一 种 数值 方法 ,其 基本 思想 是 :对 
于 问题 (12. 4) 而 言 ,给 出 大和) 的 极 小 点 的 初始 值 瑟 ”, 按 某 种 规律 计算 出 一 系 
列 的 瑟 2 (=1,2,…) ,希望 点 列 | 瑟 ” | 的 极限 天 "就 是 妃 天 ) 的 一 个 极 小 点 ， 

现在 的 问题 是 :如 何 来 产生 这 个 点 列 ? 即 如 何 由 一 个 解 向 量 于 ” 求 出 另 一 
个 新 的 解 向 量 于 ” ? 

实际 上 :向 量 总 是 由 方向 和 长 度 确 定 , 即 向 量 瑟 “总 可 以 写成 

于 0 = 于 0 +APO (= 12m) 

其 中 PP 为 一 个 向 量 ,A; 为 一 个 实数 , 称 为 步 长 , 即 忆 " 可 由 Ax 及 己 ” 惟 一 
确定 ， 

实际 中 ,各 种 迭代 法 的 区 别 就 在 于 寻求 As 和 已 ”方式 的 不 同 ,特别 是 方向 
向 量 P” 的 确定 是 问题 的 关键 , 称 为 搜索 方向 . 选择 MX 和 尸 ” 的 一 般 原则 是 使 
目标 函数 在 这 些 点 列 上 的 值 逐 步 减 小 , 即 
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7 ) > 7 扎 ) > 二 成 下 ) 
为 此 ,这 种 算法 称 为 下 降 算 法 . 最 后 要 检验 1 开 ”1 是否 收 敛 于 最 优 解 , 即 对 于 给 
定 的 精度 e >0 ,是 否 有 ‖ VAC 7 ) 上 入 ,决定 迭代 过 程 是 否 结束 . 


12. 2.2 ”一 维 搜索 法 


沿 着 一 系列 的 射线 方向 P” 寻求 极 小 化 点 列 的 方法 称 为 一 维 搜索 法 ,这 是 
一 类 方法 . 

对 于 确定 的 方向 P49 ,在 射线 于 9 +AP (Az>0) 上 选取 步 长 Ai; 使 所 于 ” 
+ 人 AP ) < 疙 KE ) , 则 可 以 确定 一 个 新 的 点 下 “0 = 于 9 + AP , 即 为 沿 射线 
KK +APG 求 函数 成 蕊 ) 的 最 小 值 的 问题 . 即 等 价 于 求 一 元 函数 b(A) = 态 开 ” 
+APG ) 在 点 集 工 = | 下 | 瑟 =XO +APO -oo <A<o|l 上 的 极 小 点 Ax 

一 维 搜索 法 是 对 某 一 个 确定 方向 PP 来 进行 的 ,现在 的 问题 是 如 何 选择 搜 
索 方向 P'” 呢 ? 


12. 2.3 ”梯度 法 (最 速 下 降 法 ) 


选择 一 个 使 函数 值 下 降 速度 最 快 的 方向 . 考虑 到 成 下) 在 点 下 ”处 沿 着 方向 
忆 的 方向 导数 为 户 (X9 ) = VF(XE( ) 7 .也 , 其 意义 是 指 扎 X) 在 点 性” 处 沿 方向 
”下 的 变化 率 . 当成 下) 连续 可 微 , 且 方向 导数 为 负 时 ,说 明 函 数值 沿 该 方向 下 降 ， 
方向 导数 越 小 ,表明 下 降 的 速度 就 越 快 . 因此 ,可 以 把 妃 忆 ) 在 下 ”点 的 方向 导数 
最 小 的 方向 ( 即 梯度 的 负 方 向 ) 作为 搜索 方向 , 即 令 P( = - VF(X'” ) ,这 就 是 
梯度 法 ,或 最 速 下 降 法 . 

梯度 法 的 计算 步 又; 

(1) 选 定 初始 点 夺 和 给 定 精 度 要 求 = >0 , 令 大 =0; 

(2) 若 | VC) 1 <e, 则 停止 计算 ,三 = Ko ,否则 令 已 2” = 
- VFE ) ; 

(3) 在 下 9 处 沿 方向 PP 作 一 维 搜索 得 素 7 = 天 9 +AiP OO , 令 丰 = 大 +|， 
返回 第 二 步 , 直 到 求 得 最 优 解 为 止 . 实际 上 ,可 以 求 得 
VE (VE 
12. 2.4 ”共和 斩 梯 度 法 
共 罗 梯 度 法 仅 适 用 于 正定 二 次 函数 的 极 小 值 问题 : 

二 了 TAX + 再 ?不 +， 


其 中 4 为 xz 阶 实 对 称 正 定 阵 , 互 , 妃 E 已 ,ce 为 常数 ， 
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定义 12.1 设 4 为 导 xzz 阶 实 对 称 正定 阵 , 若 对 维 向 量 忆 和 疡 满足 
P4P, =0, 则 称 向 量 P, 和 P, 关于 4 共 二 ( 正 交 ). 
从 任意 初始 点 下 ”和 向 量 已 = - YA) 出 发 ,由 
磷 +1 大 天 。 天 天 V 下 (9 也 (9 
天 = AP ， AL = min 扰 ” + AP ) =- 
和 
GD CD) (b (PCO)7 4 VD) 
忆 = 一 VAK ) +BP ，pB， = (了 了 0 JP 人 
(=TI2,…)7 -1)， 
可 以 得 到 (下 ,PP ) (下 ,PP2 )， (2 ,Po ). 能 够 证 明 向 量 PP ， 
PP 是 线性 无 关 的 , 且 关 于 4 是 两 两 共 箔 的 . 从 而 可 以 得 到 VA(X'” ) = 
0 , 则 巨 ”为 大 站 ) 的 极 小 点 , 这 就 是 共 二 梯 度 法 ,其 计算 步骤 如 下 : 
(1) 对 任意 初始 点 五 …E 已 和 向 量 己 2 = - VYFE ) , 取 大 =13 
(2) 若 VRX'% ) =0, 即 得 到 最 优 解 ,停止 计算 ;否则 求 
本 5 台 和 (0 TPP( 
Pi As = mi + AP ) = 信 汕 14 疝 -， 
+1 +1 忆 和 ) 7. 4 ，VF( 下 (1) 
克 : 和 VF( 居 人 ) ) + B,P9O ，p， 和 ( ) 
(=12, 有 一 1). 
(3) 令 上 =8+1; 返 回 (2). 
注 : 对 于 一 般 的 二 阶 可 微 函 数 态 下 ) ,在 每 一 点 的 局 部 可 以 近似 地 视 为 二 次 
函数 
7 ~ OO) + VCO 和 ( 夺 - 0) + 二 (时 0) VCD) (于 -0) 
类 似 地 可 以 用 共 思 梯 度 法 处 理 . 


12. 2.5 ”牛顿 (Newton ) 法 
对 于 问题 : 
min 成 下 ) = 4 + 台 " 丰 +ec， 


由 VA() =4X + 吾 =0, 则 由 最 优 性 条 件 VXKX) =0, 当 4 为 正定 时 ,4 ”存在 ,于 
是 有 下” = -4 碟 为 最 优 解 . 


12. 2.6 ” 拟 牛 顿 法 
对 于 一 般 的 二 阶 可 微 函数 天 X) ,在 X' 点 的 局 部 有 
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大 下 ) = 成 下 9 ) 二 VC )7( 瑟 -于 ) + 寺 ( 一 下 )7 V27ED ) (下 一 下)， 


当 海 赛 矩 阵 V :7 于 ) 正定 时 ,也 可 应 用 上 面 的 牛顿 法 ,这 就 是 拟 牛 顿 法 ,其 计 
算 步 又 如 下 : 

(1) 任 取 天 和 E 本 ,=1; 

(2) 计算 8 = VCXEO ), 若 8 =0, 则 停止 计算 ,否则 计算 吾 ( 于 ” ) = 
V ?7 下) , 令 下 人 = 天 9 (再 (下 ) ) 86 

(3) 令 有 =1+13; 返 回 (2). 

这 种 方法 虽然 简单 ,但 选取 初始 值 是 比较 困难 的 ,选取 不 好 可 能 不 收敛 . 另 
外 ,对 于 一 般 的 目标 函数 很 复杂 ,或 下 的 维 数 的 很 高 时 ,要 计算 二 阶 导 和 求 逆 阵 
也 是 很 困难 的 ,或 根本 不 可 能 . 为 了 解决 这 个 问题 对 上 面 的 方法 进行 修正 , 即 修 
正 搜索 方向 ,避免 求 二 阶 导数 和 逆 矩 阵 ,其 他 的 都 与 拟 牛顿 法 相同 ,这 就 是 下 面 
的 变 尺 度 法 . 


12. 2.7 ” 变 尺 度 法 


变 尺度 法 的 计算 步骤 如 下 
(1) 任 取 Xeo E 严 和 吾 9 (一 般 取 吾 9 =7 为 单位 阵 ) ,计算 Po = -如 ， 
VCXO ) ,=0; 


(2) 车 VCX( ) =0, 则 停止 计算 ,否则 令 Xe =XC0 + AP ,其 中 
下 大 
最 佳 步 长 ,由 min 大 瑟 。 +APO ) = 所 和 +AtP ) 确 定 ; 
(3) 计算 5 = -Xiss = WCG) - WE )， 
再 (GD -= 再 0 044 四 百 "… . Yixrl“” Yi .五 
24 人 isl Yi ” 再 “ YYk+1 
PurD -= -如 OeD VF(XCD ) 


(4) 令 有 =+1; 返 回 (2). 
12.3 ” 带 有 约束 条 件 的 非 线性 规划 


12. 3.1 非 线性 规划 的 最 优 性 条 件 
在 给 出 非 线性 规划 的 最 优 性 条 件 之 前 ,为 了 说 明 方 便 , 我 们 首先 引 和 人 两 个 





概念 . 
定义 12.2 设 瑟 是非 线 性 规划 问题 (12. 3 ) 的 一 个 可 行 解 , 它 使 得 某 个 约 
束 条 件 gj( 导 ) 0 (1<j 生 ) ,具体 有 下 面 两 种 情况 : 

(1) 如 果 使 久 (XE ) >0, 则 称 约 束 条 件 g() 0 (1<7J 生 1) 是 下 "点 的 
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无 效 约束 ( 或 不 起 作用 的 约束 ) ; 

(2) 如 果 使 zj( 于 9 ) =0, 则 称 约束 条 件 g (下 ) =0 (1<j< 六 是 于 点 的 
有 效 约束 (或 起 作用 的 约束 ). 

实际 上 ,如 果 &i(X) >0 (1<j< 人 是 于 9 点 的 无 效 约束 , 则 说 明 瑟 " 位 于 
可 行 域 的 内 部 ,不 在 边界 上 , 即 当 天 有 微小 变化 时 ,此 约 东 条 件 没有 什么 影响 . 
而 对 有 效 约束 则 说 明 下 位 于 可 行 域 的 边界 上 , 即 当 互 % 有 微小 变化 时 ,此 约 东 
条 件 起 着 限制 作用 . 

定义 12.3 设 于 是非 线性 规划 问题 (12. 3 ) 的 一 个 可 行 解 ,D 是 过 此 点 的 
某 一 个 方向 ,如 果 

(1) 存在 实数 Mo >0 ,使 对 任意 和 E[0， 得 Xeoo + AD E R, 则 称 此 方 
向 九 是 下 "点 一 个 可 行 方向 ; 

(2) 存在 实数 M。>0 ,使 对 任意 太 E[0,Ao] 均 有 上 扎 古 0 +AD) <AE ) , 则 
称 此 方向 刀 是 下 "点 一 个 下 降 方向 ; 

(3) 方向 忆 既是 于 点 的 可 行 方向 ,又 是 下 降 方向 , 则 称 它 是 下 点 可 行 下 
降 方 向 . 

实际 中 ,如 果 某 个 于 0 不 是 极 小 点 (最 优 解 ) ,就 继续 沿 着 下 点 的 可 行 下 
降 方向 去 搜索 . 显然 , 若 于 点 存在 可 行 下 降 方向 , 它 就 不 是 极 小 点 ; 另 一 方面 ， 
若 于 9) 为 极 小 点 , 则 该 点 就 不 存在 可 行 下 降 方向 , 

下 面 针 对 非 线 性 规划 问题 (12.3 ) 给 出 最 优 性 条 件 . 

定理 12.3( 和 Kuhn-Tucker) 如 果 于 "是 问题 (12. 3) 的 极 小 点 , 且 对 点 素 " 有 
效 约束 的 梯度 线性 无 关 , 则 必 存 在 向 量 = (六 ,72 六) 六 使 下 述 条 件 
成 立 : 


VE ) - 六 Vsi(E  ) = 0， 


7 8 (下 ) 一 0 ,7 一 1 2，…，,7， 
7 0,7 宇 1 ,2 ，… ,了 . 


此 条 件 称 为 库 恩 - 塔 克 (Kuhn - Tucker) 条 件 ,简称 为 玉 -T 条 件 . 满足 K - T 
条 件 的 点 称 玉 .-T 点 . 

类 似 地 ,如果 无 "是 问题 (12.2) 的 极 小 点 , 且 对 点 互 " 所 有 有 效 约束 的 梯度 
Vi(E ) (=1,2, 2) 和 Vsi(E ) (7 =1,2,…,1) 线 性 无 关 , 则 必 存 在 向 量 
4” = (A1Y 2 5 )” 和 厂 ”= (7 2 交 7 ) 使 下 面 的 和 -了 T 条 件 成 立 : 
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VHCE” ) 下 2 VPR;( 下 ”) 汪 2 VSi() = 0， 


加 () = 0 = 1,2，… 浊 ， 
7 ”三 0 = 12，…, 
将 满足 K -T 条 件 的 点 也 称 为 民 -T 点 .其 中 心 ,2 0XA 和 放 72 
称 为 广义 Lagrange 乘 子 . 
库 恩 - 塔 克 条 件 是 非 线性 规划 最 重要 的 理论 基础 ,是 确定 某 点 是 否 为 最 优 
解 (点 ) 的 必要 条 件 , 但 一 般 不 是 充分 条 件 , 即 满足 这 个 条 件 的 点 不 一 定 是 最 优 
解 . 但 对 于 凸 规划 它 一 定 是 最 优 解 的 充 要 条 件 . 


12. 3.2 ” 非 线性 规划 的 可 行 方向 法 


考虑 非 线性 规划 问题 (12.3) ,假设 导 ” 是 该 问题 的 一 个 可 行 解 ,但 不 是 最 
优 解 ,为 了 进一步 寻找 最 优 解 在 它 的 可 行 下 降 方向 中 选取 其 一 个 方向 厂 ” ,并 确 
定 最 佳 步 长 Ax 使 得 

XeD = 于 0 +ADO E 尺 ， 
| < 所 和 ) ， 

反复 进行 这 一 过 程 ,直到 得 到 满足 精度 要 求 为 止 ,这 种 方法 称 为 可 行 方向 法 . 

可 行 方向 法 的 主要 特点 是 :因为 迭代 过 程 中 所 采用 的 搜索 方向 总 为 可 行 方 
向 ,所 以 产生 的 迭代 点 列 { 瑟 ”始终 在 可 行 域 尺 内 , 且 目 标 函 数值 不 断 地 单调 下 
降 . 可 行 方向 法 实际 上 是 一 类 方法 ,最 典型 的 是 Zoutendiik 可 行 方向 法 . 

定理 12.4 设 导 "是 问题 (12. 3 ) 的 一 个 局 部 极 小 点 ,函数 六 于 ) 和 8 下 ) 在 
于 "处 均 可 微 , 则 在 于 "点 不 存在 可 行 下 降 的 方向 ,从 而 不 存在 向 量 刀 同时 满足 

)7D < 0， 
VEi( ) 万 > 0j = 1,2，…，mm. 


不 泛 012354 


实际 上 ,由 
| +AD) = FE ) +AVFE )ID+o(A)， 
Bi( 下 ”+ AD) = 8( 下 ) +A VB 下” )7D+o(A)， 
可 知 这 个 定理 的 结论 是 显然 的 ,否则 就 与 性 "是 极 小 点 矛盾 . 
Zoutendijk 可 行 方向 法 : 设 X'9 点 的 有 效 约 束 集 非 空 , 则 下 ”点 的 可 行 下 
降 方向 刀 = (中 ,d ,…,d,) 必 满 足 
ER < 0， 
Vsgi(EO)D >0JE 几 ， 
又 等 价 于 
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VHE”) 万 三 7， 

-Vgi(E2) 三 7JEJ， 

7 <0， 

其 中 了 是 有 效 约束 的 下 标 集 . 此 问题 可 以 转化 为 求 下 面 的 线性 规划 问题 
min 7 ， 

VE ) 记 三 7 

-Vg(EO)7D<T7J ET， 

-1 和 di 和 1i=1,2, ,nm， 


其 中 最 后 一 个 约束 是 为 了 求 问 题 的 有 限 解 , 即 只 需要 确定 九 的 方向 ,只 要 确定 
单位 向 量 即 可 . 
如 果 求 得 9 =0, 则 在 互 ” 点 不 存在 可 行 下 降 方向 ,于 就 是 K-T 点 .如 果 
求 得 9 <0, 则 可 以 得 到 可 行 下 降 方向 刀 ”. 这 就 是 Zoutendijk 可 行 方向 法 . 
实际 中 ,利用 Zoutendijk 可 行 方向 法 得 到 可 行 下 降 方向 妈 % 后 ,用 求 一 维 极 
值 的 方法 求 出 最 佳 步 长 Ax, 则 再 进行 下 一 步 的 迭代 
= X9O +ADO E 玉 ， 


7X) < 成 并 0 )， 


12.4 非 线 性 规划 的 制约 画 数 法 


制约 函数 的 基本 思想 是 :将 求解 非 线性 规划 的 问题 转化 为 一 系列 无 约 极 值 
问题 来 求解 ,故此 方法 也 称 为 序列 无 约束 最 小 化 方法 . 在 无 约束 问题 的 求解 过 程 
中 ,对 企图 违反 约束 的 那些 点 给 出 相应 的 惩罚 约束 ,迫使 这 一 系列 的 无 约 东 问题 
的 极 小 点 不 断 地 向 可 行 域 靠近 ( 若 在 可 行 域外 部 ) ,或 者 一 直 在 可 行 域内 移动 
《 若 在 可 行 域内 部 ) ,直到 收敛 到 原 问 题 的 最 优 解 为 止 . 

常用 的 制约 函数 可 分 为 两 类 :惩罚 函数 (简称 罚 函 数 ) 和 障碍 函数 ,从 方法 
来 讲 分 为 外 点 法 (或 外 部 惩罚 函数 法 ) 和 内 点 法 (或 内 部 惩罚 函数 法 , 即 障 碍 函 
数 法 )， 

外 点 法 : 对 违反 约束 条 件 的 点 在 目标 函数 中 加 入 相应 的 “惩罚 约束 ”, 而 对 
可 行 点 不 予 惩 罚 ,此 方法 的 和 迭代 点 一 般 在 可 行 域 的 外 部 移动 . 

内 点 法 : 对 企图 从 内 部 穿越 可 行 域 边界 的 点 在 目标 函数 中 加 入 相应 的 “ 障 
碍 约束 , 距 边界 越 近 ,障碍 越 大 ,在 边界 上 给 以 无 穷 大 的 障碍 ,从 而 保证 迭代 一 
直 在 可 行 域内 部 进行 . 


5 = 0,1,2,…. 
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12. 4.1 ”外 点 法 (惩罚 函数 法 ) 


(1) 对 于 等 式 约束 的 问题 
| (12.6) 
用 (X) = 0 和 = 1,2，m， 


作 办 助 函 数 
己 (KJUN) = KZ) + 有 了 忆 (2 

取 j 为 充分 天 的 正 数 , 则 问题 (12. 6) 可 以 转化 为 求 无 约束 问题 min Pi(， 
il) 的 解 的 问题 . 如 果 其 最 优 解 X 满足 或 近似 满足 万 (X ) =0 (7=1,2，…， 
mm) , 即 是 原 问题 (12. 6) 的 可 行 解 ,或 近似 可 行 解 , 则 天 "就 是 原 问题 (12. 6) 的 最 
优 解 或 近似 解 , 

由 于 妈 是 充分 大 的 数 ,在 求解 的 过 程 中 使 对 求 min P, (X,M) 起 着 限制 作 
用 , 即 限制 X 成 为 极 小 点 ,因此 , 称 P (X,M) 为 惩罚 函数 ,其 中 第 二 项 


M 情 ( 和 X) 称 为 惩罚 项 ,W 称 为 惩罚 因子 ， 


(2) 对 于 不 等 式 约束 的 问题 (12.3) ,同样 可 构造 惩罚 函数 , 即 对 充分 大 的 
1Mh 作 : 
忆 , (下 ,M) = 大工 ) + 有 之 [min10，,g( 瑟 ) 门 
则 问题 (12. 3) 可 以 转化 为 求 min P, (和 ,M) 的 问题 ,其 解 之 间 的 关系 同 (1) 类 似 ， 
(3) 对 于 一 般 的 问题 (12.2) 也 可 构造 出 惩罚 函数 , 即 对 于 充分 大 的 W 作 辅 
助 函 数 : 
PP; (,M) = 成 下 ) + MP 天) 


本 1 


其 中 P(XK) = | 太 () | + [min{0 ,gj( 瑟 )1]  , 则 将 原 问 题 (12.2) 可 化 


为 求解 minP;(X,J1) 的 问题 . 

在 实际 中 ,惩罚 因子 1 的 选择 十 分 重要 ,一 般 的 策略 是 取 一 个 趋向 无 穷 大 
的 严格 递增 正 数列 ,| ,逐个 求解 

min P( 于 ,Mi) = 刀 大 ) + MiP()， 

于 是 可 得 到 一 个 极 小 点 的 序列 1; | ,在 一 定 的 条 件 下 ,这 个 序列 收敛 于 原 问题 
的 最 优 解 : 因此 ,这 种 方法 又 称 为 序列 无 约束 极 小 化 方法 ,简称 为 SUMT 方法 . 

SUMT 方法 的 选 代步 又 如 下 : 

1 到 >0,( 例 如 Mi， = 1) 多 许 误差 e >0, 并 取 让 = 1 
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2) 以 瑟 ' ”为 初始 值 ,求解 无 约束 问题 
min P, (于 Mi) = 态 于 ) + MePi(E)，1 si<3， 
其 中 


忆 〈 下 ) = 盖 广 () ， 忆 ( 下 ) = [min10,5(E)1] ， 


PC0 = 于 ICD 且 + [minl0,g(201 


3) 若 MP， <s, 则 停止 计算 ， 人 王 ;否则 令 Mi = cl 
(例如 e=5 或 10) , 令 大 = 下 +1, 转 回 2). 


12. 4. 2 ”内 点 法 (障碍 函数 法 ) 


由 于 内 点 法 总 是 在 可 行 域内 进行 的 ,并 一 直 保持 在 可 行 域内 进行 搜索 ,因此 
这 种 方法 只 适用 于 不 等 式 约束 的 问题 (12. 3). 作 辅 助 函 数 (障碍 函数 ) 
Q@(X,r) = 所 下 ) + 7B( 开 ) ， 
其 中 8 于) 是 连续 函数 ,rB( 天 ) 称 为 障碍 项 ;r 为 充分 小 的 正 数 , 称 之 为 障碍 
因子 . 
注意 到 , 当 点 区 趋向 于 尽 的 边界 时 ,要 使 B( 瑟 ) 趋向 于 正 无 穷 大 , 则 吾 ( 瑟 ) 
的 最 常用 的 两 种 形式 为 


中 1 7 
巨 (下 ) = 名 Z 和 8B() = - 2 由 
由 于 中 (天 ) 的 存在 ,在 尺 的 边界 上 形成 了 “围墙 ” ,对 迭代 点 的 向 外 移动 起 到 
了 阻挡 作用 ,而 越 靠近 边界 阻力 就 越 大 . 这 样 , 当 点 互 趋向 于 尺 的 边界 时 , 则 障 
碍 函数 0(,r) 趋 向 于 正 无 穷 大 ;否则 ,0O(,r) ~ 态 开 ). 因此 ,问题 可 以 转化 为 
求解 问题 : 


minO( 下 ,r) 
XERo 


其 中 Ro = [XI18(E) >0J=1,2，…m| 表示 玉 的 内 部 . 

根据 Q(X,7) 定 义 ,显然 障碍 因子 越 小 ,minQ@(X,r) 的 解 就 越 接近 于 原 问题 
的 解 , 因 此 ,在 实际 计算 中 ,也 采用 SUMT 方法 , 即 取 一 个 严格 单调 减少 且 趋 于 零 
的 障碍 因子 数列 | ,对 于 每 一 个 疡 ,从 R 内 的 某 点 出 发 ,求解 Rin Q@( 开 mh) 

内 点 法 的 计算 步骤 如 下 : 

(1) 取 六 >0,( 例 如 mm =1) 人 允许 误差 se>0, 并 取 丰 =1; 

(2) 以 " ” E Ro 为 初始 值 ,求解 无 约束 问题 
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Imin Q@(RE,r) = 成 素 ) + 产 呈 (三 ) ， 


不 妨 设 极 小 点 为 下 ”; 
〈3) 若 rB(XKeo) <2, 则 停止 计算 , 即 得 到 近似 解 瑟 ” ;否则 令 mt =Brt( 例 
如 有 B=175 或 1710 称 为 缩小 系数 ) , 令 大 =+1, 转 回 (2). 


和 12. 5 。 奶 制品 的 加 工 计划 问题 上 


12.S.1 问题 的 提出 


一 奶 制品 加 工厂 用 牛奶 生产 4, ,4, 两 种 初级 奶 制品 ,它们 可 以 直接 出 售 ,也 
可 以 分 别 加 工 成 B ,B, 两 种 高 级 奶 制品 再 出 售 . 按 目 前 技术 每 桶 牛奶 可 加 工 成 
2 kg4, 和 3 kg 4, ,每 桶 牛奶 的 买 人 价 为 10 元 ,加工 费 为 5 元 ,加 工时 间 为 15 小 
时 . 每 kg 4, 可 深加工 成 0.8 kgB, ,加 工 费 为 4 元 ,加 工时 间 为 12 小 时 ;每 kg 4 
可 深加工 成 0.7 kg8., ,加 工 费 为 3 元 ,加 工时 间 为 10 小 时 . 初级 奶 制品 4, ,4; 的 
售 价 分 别 为 每 kg10 元 和 9 元 ,高 级 奶 制品 B, ,B。, 的 售 价 分 别 为 每 kg30 元 和 20 
元 . 工厂 现 有 的 加 工 能 力 每 周 总 共 2 000 小 时 . 根据 市 场 状 况 ,高 级 奶 制品 的 需求 
量 占 全 部 奶 制 品 需求 量 的 20% 至 40% . 试 在 供需 平衡 的 条 件 下 为 该 厂 制 订 ( 一 
周 的 ) 生 产 计 划 ,使 利润 最 大 ,并 进一步 研究 如 下 问题 : 

(1) 工厂 拟 拨 一 笔 资 金 用 于 技术 革新 , 据 估 计 可 实现 下 列 革新 中 的 某 一 项 : 
总 加 工 能 力 提高 10% ;各 项 加 工 费用 均 减 少 10% ;初级 奶 制品 4, ,4: 的 产量 提 
高 10% ;高 级 奶 制品 B, ,B, 的 产量 提高 10 多 . 问 将 资金 用 于 哪 一 项 革新 ,这 笔 资 
金 的 上 限 ( 对 于 一 周 ) 应 为 多 少 ; 

(2) 该 厂 的 技术 人 员 又 提出 一 项 技术 革新 ,将 原来 的 每 桶 牛奶 可 加 工 成 2 
kg 4 ,和 3 kg 4, 变 为 每 桶 牛奶 可 加 工 成 4 kg 4, 或 6 kg 4:. 假设 其 他 条 件 都 不 
变 , 问 应 和 否 采 用 这 项 革新 , 若 采 用 ,生产 计划 如 何 ; 

(3) 根据 市 场 经 济 规律 ,初级 奶 制 品 4, ,4，, 的 售 价 都 要 随 着 它们 二 者 销售 
量 的 增加 而 减少 ,同时 ,在 深加工 过 程 中 ,单位 成 本 会 随 着 它们 各 自 加 工 数量 的 
增加 而 减 小 . 在 高 级 奶 制品 的 需求 量 占 全 部 奶 制品 需求 量 20% 的 情况 下 ,市 场 
人 批 数据 (如 表 12 -1). 试 根 据 此 市 场 实际 人 

行 修 订 ( 设 其 他 条 件 不 变 ). 


12. S$.2 问题 的 分 析 


这 是 一 个 对 实际 生产 计划 经 过 简化 的 加 工 方案 优化 设计 问题 ,主要 可 以 利 
用 线性 规划 的 方法 来 研究 . 首先 将 题目 给 出 的 奶 制品 的 加 工 和 销售 的 过 程 用 图 
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12 -1 来 描述 . 
表 12 -1 
4, 售 量 20 25 S0 SS 65 65 80 70 85 90 
4, 售 量 210 230 170 190 175 210 1S0 190 190 190 
4, 售 价 1$.2 14.4 14.2 12.7 12.2 11 11.9 11.5 10 9 6 
4， 售 价 11 9.6 13 10.8 11.5 8.5 13 10 9.2 9. 1 











4; 深加工 量 40 50 60 65 70 75 80 85 90 100 


4 深加工 费 5.2 4.5 40 39 3.6 36 35 3.5 3.3 3.2 
4: 深加工 量 60 70 80 90 95 100 15 10 15 120 


4 深加工 费 3.8 3.3 30 29 29 28 28 28 27 2.7 
































注 ; 表 中 数量 单位 是 kg ,费用 单位 是 元 /kg 
由 题 意 可 知 :4,,B, ,4:,B; 的 售 价 分 别 为 记 =10,p: =30,p =9,ps =20( 元 / 
kg). 牛奶 的 购 入 和 加 工 费 用 为 9 =10 +5 =15( 元 / 桶 ) ,深加工 4 ,4 的 费用 分 
别 为 9 =4,93 =3( 元 /kg). 每 桶 牛奶 可 加 工 成 =2 kg 4 和 2 =3 kg 4: ,每 千克 
4 可 深加工 成 c=0.8 kgB, ,每 千克 4 可 深加工 成 4 =0.7 kgB, ,每 桶 牛奶 的 加 
工时 间 为 15 h, 每 千克 4, ,4 的 深加工 时 间 分 别 为 12,10(h) ,工厂 的 总 加 工 能 力 
为 3S=2 000 h.B,B: 的 销售 量 ( 即 产量 ) 占 全 部 奶 制品 的 比例 为 20% 至 40% . 


加 工 1kg4i:4 元 12h 
=0.8kg Bi:30 元 /kg 


出 售 1 kg4i: 10 元 


出 售 1kg42:9 元 














加 工 1kg4::3 元 10h 
=0.7kg B2:20 元 /kg 





图 12-1 奶 制品 的 加 工 和 销售 


记 出 售 4 ,Bi 的 数量 分 别 为 wm ,xz (kg) ,出 售 4: ,8 的 数量 分 别 为 xs ,xs 
(kg) ,生产 的 4, ,4 的 数量 分 别 为 xs ,ss(kg) , 购 入 和 加 工 牛 奶 的 数量 为 % 桶 ， 
深加工 的 4 ,4: 的 数量 分 别 为 xs ,xse(kg). 


12. $. 3 ”模型 的 建立 与 求解 


根据 上 面 的 分 析 ,在 供需 平衡 的 条 件 下 ,使 得 利润 最 大 的 生产 计划 应 满足 下 
面 的 线性 规划 模型 
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maxz = 10x， +30x，+ 9x3 + 20x4 - 15x7 - 4xs - 3xs， 
xi = 2x,X6 = 3x21，X = 0.8xs ,xz4 = 0. 7xo9， 
Xi = Xi 十 %s)X6 = %3 十 %o， 
s.t.41$x，+ 12xs + 10x。 达 2 000， 
0.2(x， + 和 +M + 和 4) 和 %2 +X4 科 0.4(0xz +2%2 十 33 +%4) ， 
X1 yXa ,MX3 ,%4 ，X%5 5X63X7 Mg ,X9 之 0. 
(12.7) 
利用 MATLAB 求解 ,并 作 拉 格 遍 日 (Lagrange) 分 析 可 得 
四 = (x%) ,MX ,Ma ，W4 5X5 3X63X7T Ng ,Mo ) 
=(55. 184 6,65. 040 7 ,204. 878 0 ,0 ,136. 585 4 ,204. 878 0， 
68.292 7,81.300 8,0) ， 
Lag =(8.097 6,7.097 6，- 37.6098，- 35.842 0 ,8. 097 6 ,7. 097 6 ,1.499 2 ， 
9.512 2,0,0,0,0,8.232 3,0;,0,0,0),z = 2 998. 4. 

对 所 解 得 的 蕊 值 作 适 当 的 取 整 处 理 可 以 得 到 (一 周 的 ) 生 产 计 划 为 : 购 入 、 
加 工 68 桶 牛奶 ,加 工 成 136 kg 4, ,及 204 kg 4 ,其 中 55 kg 4, 直接 出 售 ,81 kg 4， 
再 加 工 成 4.8 kgB, 出 售 , 而 204 kg 4 则 全 部 直接 出 售 ,这 样 可 获得 利润 为 
2 986 元 . 

由 Lag 值 可 知 ,加 工 能 力 2 000 h 已 用 足 , 且 每 增加 1 h 可 获 利 1. 499 2 元 ; 
高 级 奶 制品 的 产量 占 全 部 奶 制品 产量 达到 下 限 20% . 而 按 上 面 给 出 的 计划 实施 
可 算出 加 工 能 力 为 1 992 h ,高 级 奶 制品 的 产量 比例 为 20.01% ,因此 ,此 计划 是 
可 行 的 . 

如 果 在 建 模 时 就 要 求购 入 和 加 工 牛奶 的 桶 数 *， 为 整数 ,那么 线性 规划 模型 
(12.7) 将 变 为 混合 整数 规划 模型 ,可 用 LINDO 软件 求解 得 

四 = (xi yx Na ,MX4 MX5 3N63XT Ms，X9 ) 
= (54. 333 3 ,65. 333 3 ,204 ,0 ,136 ,204 ,68 ,81. 666 7,0 ) ， 
而 且 总 获 利 润 为 z=2 992.7. 与 上 面 的 结果 稍 有 差别 , 


12. 5. 4 ”关于 革新 项 目的 研究 


问题 (1) : 合理 使 用 革新 资金 

(1) 总 加 工 能 力 提高 10% , 即 $S =2 200 小 时 ,由 (12.7) 式 求解 得 最 大 利润 
为 xz=3 298. 2 元 . 

(2) 各 项 加 工 费 用 均 减 少 10% , 即 9 = 14. 5 元 / 桶 ,9g: =3.6,9: =2.7( 元 / 
kg) ,由 (10.7) 式 得 最 大 利润 为 == 3 065 元 . 

(3) 初级 奶 制品 4 ,4 的 产量 提高 10% , 即 a=2.2,8 =3.3(kg) ,由 (10.7) 
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式 得 最 大 利润 为 *=3 242. 5 元 . 

(4) 高 级 奶 制品 B, ,B 的 产量 提高 10% , 即 c =0.88,d =0.77(kg) ,由 
(12.7) 式 得 最 大 利润 为 >=3 233. 8 元 . 

比较 以 上 四 项 革新 项 目 所 得 的 利润 可 知 ,应 将 资金 用 于 提高 加 工 能 力 上 ,一 
周 最 大 获 利 为 3 298. 2 元 , 比 原 获 利 增加 3 298. 2 - 2 998.4 = 299.8 ,所 以 这 笔 资 
金 的 上 限 ( 对 于 一 周 ) 应 为 300 元 . 实际 上 ,这 个 结果 也 可 由 Lag(7) x 200 = 
1. 499 2 x200 得 到 . 

问题 (2) : 论证 新 的 革新 方案 

题目 给 出 的 又 一 技术 革新 ,是 将 原来 的 每 桶 牛奶 可 加 工 成 品 2 kg 4 和 
3 kg 4, 变 为 每 桶 牛奶 可 加 工 成 4 kg 4, 或 6 kg 4;. 只 要 将 模型 (12.7) 中 的 约束 


条 件 和 =2x， ,xs =3%， 改 为 志 + 二 =x, ,利用 MATLAB 求解 得 


四 = (2%i Ma ,MXa3 ,MX4 yX5 yX6 3%T MX8 Mo ) 
=(0,67. 368 4,269. 473 7,0 ,84. 210 5 ,269. 473 7 ,65. 964 9 ,84. 210 5 ,0) 
对 互 作 适 当 的 取 整 处 理 得 到 相应 的 生产 计划 为 : 购 入 加 工 66 桶 牛奶 ,用 
21 桶 加 工 成 84 kg 4, ,用 45 桶 加 工 成 270 kg 4:,84 kg 4; 全 部 再 加 工 成 
67.2 kgB, 出 售 ,而 270 kg 4, 则 全 部 直接 出 售 ,这样 总 获 利 仍 为 3 120 元 ,大 于 原 
来 的 2 986 元 ,加 工时 间 为 1 998 h ,高 级 奶 制品 的 产量 比例 为 19. 93%. 因此 应 该 
采用 这 项 技术 革新 . 这 是 由 于 每 桶 牛奶 可 加 工 成 4 kg 4, 或 6 kg 4 ,与 原来 的 每 
桶 牛奶 可 加 工 成 品 2 kg 4, 和 3 kg4, 相 比 ,虽然 看 起 来 4, ,4 的 基本 产量 未 变 ， 
但 是 生产 的 安排 更 加 灵活 
问题 (3) : 修订 生产 计划 
根据 市 场 规律 和 题 意 ,4, ,4; 的 销售 价格 都 要 随 着 二 者 销售 量 的 增加 而 减 
少 ,为 此 , 设 4, ,4;, 的 单价 Pi (zi xs ) ,pi (xi ,xs ) 均 是 xi ,xs 的 减 函 数 , 且 由 所 给 
数据 作 如 下 线性 函数 拟 合 : 
Pi(zi) = al +BbixXi +cxaps( xi 3) = as +boxi +cxs (〈(12.8) 
类 似 地 ,4, ,4;, 深加工 的 单位 成 本 均 随 着 它们 各 自 的 产量 的 增加 而 减少 ,为 
此 , 设 4, ,4; 深加工 的 单位 成 本 9 (xs ) ,9 (xs ) 均 是 减 函数 , 且 根据 所 给 数据 作 
离散 点 的 图 形容 易 看 出 ,可 应 用 如 下 的 二 次 函数 拟 合 : 
ga(zs) = el + xs +gl， ga(zo) = eax9 + 万 xo +B2。 〈12.9) 
作 最 小 二 乘 拟 合 和 统计 分 析 可 得 到 
a = 24.7299， 中 =-0.0937，el =-0.0356，R = 0.993 3; 
a = 29.9575， 呈 =-0.0563，e =-0.0839，R = 0.9873; 
e = 0.000553， 放 =-0.1084，8g =8.5879， R =0.9849; 
e， = 0.000368， 户 =-0.0822 8 =7.3272， 及 = 0.962 6. 
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由 相关 系数 尺 值 可 以 看 出 , 拟 合 结果 是 令 人 满意 的 . 
将 拟 合 结果 (12.8) 和 (12.9) 式 代入 (12.7) 的 目标 函数 中 ,并 对 约束 条 件 做 
相应 的 修改 ,可 以 得 到 一 个 非 线性 规划 模型 
maxz =(al + bx + cix3s)xl + 30xa2 + (ay + 82X1 二 coxa )Xa 十 20x4 
-1Sx，- (elxa 二 及 xs + Bi)xs 一 (exjs + px +g)x， (12.10) 
xj = 2xy,X6 = 3x7y,X = 0. 8x,,x，= 0.7x。， 
MX = Xi 十 X%syX6 = %3 十 %o， 
s.t.41Sx，+ 12xs。 + 10x。 友 2 000， 
0.2(x +x% +% +%) =%2 二 %4， 
Xi ,MX Ma3 ，X4 MX5 MX6XT Ms Mo 之 0. 
将 拟 合 系数 代 和 人 (12. 10) 式 中 ,利用 LINCO 软件 求解 得 
不 = (xi xs Ma ,MX4 ，X5 3X6 57 MX8 Xe ) 
= (47.353 84 ,55.710 40 ,175. 487 8 ,0 ,116. 991 8 ,175. 487 8 ,58. 495 92 ， 
69. 638 0 ,0 ) ， 
2 =3 405. 406. 

对 忆 的 值 作 适当 的 取 整 处 理 , 可 以 得 到 一 周 的 生产 计划 的 修订 方案 : 购 入 、 
加 工 58 桶 牛奶 ,加 工 成 116 kg 4 ,及 174 kg 4:, 其 中 47 kg 4, 直接 销售 ,69 kg 4， 
再 加 工 成 55 kgB, 出 售 ,而 174 kg 4 全 部 直接 出 售 , 这 样 可 总 获 利 为 3 398 元 ， 
并 且 可 算得 加 工时 间 为 1 698 h ,高 级 奶 制品 的 产量 比例 为 19. 93% 

与 原 方案 比较 , 购 入 牛奶 桶 数 、 加 工时 间 均 减少 , 获 利 反而 增加 . 其 原因 是 根 
据 市 场 规律 和 所 给 数据 ,采用 这 个 新 的 销量 和 加 工 量 ,使 4, 的 售 价 P 由 10 增 
为 14. 045 48 ,4; 的 售 价 记 由 9 增 为 12. 568 05 ,而 4; 的 深加工 费用 9 由 4 降 为 
3.720 887 ,显然 这 一 方案 要 优 于 原来 的 方案 . 


12.6 ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 飞行 管理 问题 一 一 文献 [3] :84 一 109 

(2) 节 水 洗衣 机 问题 一 文献 [3] :190 一 219 

(3) 投资 的 收益 和 风险 问题 一 一 文献 [3 ] :327 一 368 

(4) 钻井 布局 问题 一 文献 [3] :441 一 476 

(5) 钢管 订购 和 运输 问题 一 -文献 [3] :538 一 573 

(6) 彩票 中 的 数学 问题 一 一 文献 [10] :107 一 116 

2. 参考 文献 

[1] 姜 启 源 . 数学 模型 . 第 三 版 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2003 
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汇编 . 北京 :中国 物价 出 版 社 ,2002 
[4] 韩 中 庚 , 姜 启 源 . 奶 制品 加 工 计 划 的 设计 模型 . 信息 工程 大 学 学 报 ， 
2002 ,3(1) :40 一 42 
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动态 规划 是 一 种 将 复杂 的 多 阶段 决策 问题 转化 为 一 系列 比较 简单 的 最 优化 
问题 的 方法 , 它 的 基本 特征 是 优化 过 程 的 多 阶段 性 . 

动态 规划 是 求解 某 一 类 问题 的 一 种 方法 ,是 考查 问题 的 一 种 途径 ,而 不 是 一 
种 算法 , 它 没有 标准 的 数学 表达 式 和 具体 的 算法 ,必须 具体 问题 具体 分 析 处 理 . 

动态 规划 是 一 种 用 于 处 理 多 阶段 决策 问题 的 数学 方法 ,主要 是 先 将 一 个 复 
杂 的 问题 分 解 成 相互 联系 的 若干 阶段 ,每 个 阶段 即 为 一 个 子 问题 ,然后 逐个 解 
决 , 当 每 个 阶段 的 决策 确定 之 后 ,整个 过 程 的 决策 也 就 确定 了 . 阶段 一 般 用 时 间 
段 来 表示 ( 即 与 时 间 有 关 ) ,这 就 是 “动态 "的 含义 ,把 这 种 处 理 问 题 的 方法 称 为 
动态 规划 方法 . 


13.1 动态 规划 的 基本 概念 和 基本 方程 


13.1.1 动态 规划 的 基本 概念 


(1) 阶段 和 阶段 变量 : 阶段 是 指 一 个 问题 需要 做 出 决策 的 步 又, 即 把 问题 
的 过 程 分 为 若干 个 相互 联系 的 阶段 ,使 能 按 阶段 的 次 序 求解 ,描述 阶段 的 变量 称 
为 阶段 变量 ,常用 上 上 表示， 

(2) 状态 和 状态 变量 : 在 多 阶段 决策 过 程 中 ,每 一 阶段 都 具有 一 些 特 征 ( 自 
然 状 况 或 客观 条 件 ) ,这 就 是 状态 ,用 来 描述 状态 的 变量 称 为 状态 变量 . 通常 第 上 
阶段 的 状态 变量 用 % (=1,2,…,m) 表 示 , 它 的 取 值 可 以 是 一 个 数 、 一 组 数 或 一 
个 向 量 等 ,状态 变量 可 取 值 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 可 达 状 态 集合 (或 允许 状 
态 集合 ) ,用 Se( 上 =1,2,…,m) 表 示 . 

(3) 决策 和 决策 变量 : 当 过 程 处 于 某 一 阶段 的 某 个 状态 时 ,可 以 做 出 不 同 
的 决定 (或 选择 ) ,从 而 确定 下 一 阶段 的 状态 ,这 种 决定 称 为 决策 ,描述 决策 的 变 
量 称 为 决策 变量 ,用 *(se) 表 示 第 下 阶 段 % (=1,2,…，n) 状 态 的 决策 变量 . 决 
策 变 量 的 取 值 范 围 称 为 允许 决策 集合 ,用 Di(se) 表示 第 上 阶段 状态 ws = |， 
2,…,z) 的 允许 决策 集合 , 即 么 (st) E 有 (ss) ( 天 =12， 7) 

(4) 策略 与 子 策略 : 一 个 按 顺 序 排 列 的 决策 组 成 的 集合 称 为 策略 . 由 第 大 
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阶段 开始 到 终止 状态 为 止 的 过 程 , 称 为 问题 的 后 部 子 过 程 ,或 大 子 过 程 . 由 上 子 
过 程 的 每 一 阶段 的 决策 按 顺 序 排列 组 成 的 决策 函数 序列 |zs(s)，…，,xs(s)}， 
称 为 上 子 策略 , 记 为 P (ss) , 即 
直流 贡 二 人 三 贡 人 二 二 证 
当 上 =1 时 ,此 决策 函数 序列 称 为 全 过 程 的 一 个 策略 , 记 为 局 ,si) , 即 
志和 厅 全 Je 证 

可 供 选 择 的 策略 范围 称 为 允许 策略 集合 ,用 己 表 示 , 从 允许 策略 集合 中 找 
出 达到 最 优 效果 的 策略 称 为 最 优 策 略 . 

《5) 状态 转移 函数 : 状态 转移 函数 是 在 确定 多 阶段 决策 过 程 中 ,由 一 个 状 
态 到 另 一 个 状态 的 演变 过 程 . 

如 果 给 定 了 第 左 阶 段 状 态 变 量 % 和 该 阶段 的 决策 变量 维 (ss) , 则 第 有 +1 阶 
段 的 状态 变量 *e, 的 值 也 随 之 而 定 , 即 sa: 随 s% 和 %(sc) 的 变化 而 变化 . 这 种 对 
应 关系 记 为 st = ms,xi(s) ), 称 为 状态 转移 方程 , Ts,xx) 称 为 状态 转移 
函数 ， 

(6) 指标 函数 (回收 函数 ) : 在 多 阶段 决策 过 程 中 ,用 来 衡量 所 实现 过 程 优 
劣 的 一 种 数量 指标 , 称 为 指标 函数 ,或 回收 函数 . 它 是 定义 在 全 过 程 或 所 有 子 过 
程 上 的 数量 机 数 , 即 是 各 阶段 的 状态 和 决策 变量 的 函数 , 记 为 凡 ,,, 即 

了 = 了 (shxXtySks1y Xi SanySntl) 天 = 工 2， 
指标 函数 具有 可 分 离 性 和 递 推 关 系 : 
了 (SkyXkySkelyXhs1 Sn ynySnsl) 
三 [sx (sa ,4 San ysSn41) ]. 
特别 地 ,有 两 种 常见 的 形式 
1) 全 过 程 和 任 一 子 过 程 的 指标 函数 是 它 所 包含 的 各 阶段 指标 函数 的 和 , 即 


nm 
权 (s 4 3SH413X4413 Sn MaySntl) 二 2 ojCSi 1 ) 
了 = 天 
递 推 关 系 为 
了 (st yt ys 561 Sn ysSnil) 


= 和 (3 Xx) 十 了 (sa 541 5 33Sat1) 


2) 全 过 程 和 任 一 子 过 程 的 指标 函数 是 它 所 包含 的 各 阶段 指标 函数 的 乘积 , 即 

人 (sa xyS841yX4s1 Sa yniSntl) 一 [ 2 Si ,1 ) 
递 推 关 系 为 
有 (as Mk 9Sk+13MNK+19 Sn，Xn 5 二 


OCS X ) 。 CS 3 入 


(7) 最 优 值 范 数 : 从 第 大 阶段 的 状态 s 开始 到 第 半 阶 段 的 终止 状态 si 的 
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过 程 ,采取 最 优 策略 所 得 到 的 指标 函数 值 , 称 为 最 优 值 函数 , 记 为 六 (s) (上 =1， 
2,…,m) ，, 即 


万 (s) = opt 公 (sy54413 4 Sn 3Xa Sotl) 
1 


说 明 : 在 实际 中 ,指标 函数 的 含义 可 以 是 距离 \ 利 润 、 成 本 .时 间 \ 产 品 的 产 
量 ` 资 源 消耗 等 . 


13.1.2 动态 规划 的 基本 条 件 


要 对 一 个 实际 问题 建立 动态 规划 模型 必须 要 满足 下 面 的 五 个 要 素 : 

(1) 问题 可 以 化 为 恰当 的 壮 个 阶段 ; 

(2) 正确 选择 状态 变量 %，, 使 它 既 能 表达 过 程 ,又 要 具有 无 后 效 性 和 可 
知性 : 

1) 无 后 效 性 : 如 果 某 阶段 状态 已 给 定 , 则 以 后 过 程 的 发 展 不 受 以 前 各 阶段 
状态 的 影响 ,也 就 是 说 当前 状态 就 是 未 来 过 程 的 初始 状态 ; 

2) 可 知性 : 规定 的 各 阶段 状态 变量 的 值 ,由 直接 或 间接 地 都 是 可 以 知 
道 的 ; 

(3) 确定 决策 变量 及 每 一 阶段 的 允许 决策 集合 Di(se); 

(4) 写 出 状态 转移 方程 : st = 和 (sexzx)， 开 =1)2，…P; 

(5) 正确 写 出 指标 函数 凡 ,, 的 关系 , 它 满足 下 列 性 质 : 

1) 它 是 过 程 各 阶段 状态 变量 和 决策 变量 的 函数 ; 

2) 具有 可 分 离 性 和 有 递 推 关 系 , 即 

了 (syxk sse13 Xi SnyMnySntl) 
一 ok[s 人 ,Xi Sn Si )] 

3) 函数 pi[sxsy is(silyxiyi ys xysntl)] 是 关于 7 严格 单调 

的 . 现在 的 问题 是 :对 于 动态 规划 的 问题 如 何 求解 呢 ? 


13.1.3 动态 规划 的 基本 方程 


1 逆序 解法 
设 指标 函数 的 形式 为 
了 (830386920135 9805%293041 放 二 5 


且 具 有 上 面 的 三 条 性 质 , 则 
帮 .,，= 2k(Sk sx) 十 了 全 汪 37 
如 果 初 始 状态 % 给 定 , 则 决策 变量 内 (s% ) 随 之 确定 , 丰 子 过 程 的 策略 
P (sx) 也 就 确定 ,从 而 指标 函数 及,, 也 同时 确定 了 . 于 是 ,指标 函数 可 以 看 成 是 
初始 状态 和 策略 的 函数 , 即 对 上 子 过 程 的 指标 函数 为 内 [st,p, ,(s) ] , 且 有 弟 
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推 关 系 
人 [SP ， (se)] = (sexzz) + 了 [setspsi， (stti)] 

其 中 子 策略 为 P Cs) = fxe(s) Pi (si)|， 即 为 决策 变量 %(s%) 和 子 策略 
PCssi) 的 集合 . 

如 果 用 与 。(s) 表 示 以 第 大 阶段 状态 % 为 初始 状态 的 后 部 子 过 程 所 有 子 策 
略 中 的 最 优 子 策略 , 则 最 优 值 本 数 为 

As) = 乓 [suprs(s)] = optyus[sepus(s]， 

其 中 


optFkn[s ;Pse) ] = 2 os(sesxr) 二 ss[seaa ? 忆 1 (Stl )]|} 
大 到 


三 4 [we(skyxxe) 二 PE [ S6+1 9P1 (sk ) ] 上 


而 
Js ) = Pt 了 [sx ,Pt (Sea )] ， 
故 
抱 二 OPL [os(seyzu) + 六 (Csl) | ,大 = 了 有 一 1 2,1， 
边界 条 件 为 请 (sa ) 二 0 或 六 (5s,) 有 2 (Sn ) . 
(13. 1) 
此 为 动态 规划 逆序 解法 的 基本 方程 . 


求解 时 ,由 边界 条 件 , 从 左 = 开始 ,由 后 向 前 逆 推 ， 逐 段 求 最 优 决策 和 过 程 
的 最 优 值 ,最 后 求 出 搬 (s:) 为 问题 的 最 优 解 . 
2， 顺序 解法 
设 过 程 的 第 大 阶段 的 状态 为 % ,其 决策 变量 xx 表示 当 状 态 处 于 si 的 决策 ， 
即 由 xx(s%3:i) 确 定 , 则 状态 转移 方程 为 s = mssoxr) 阶段 的 允许 决策 集合 
记 为 肪 (si ) ,指标 函数 定义 为 所 (sxtysty2zxl ,xis1) ,其 最 优 值 函数 为 
大 (0 有 ( ,51) 二， 


则 
Cs ) 二 opt | 2 (st 和 ) + (si) | 9 下 = 工 ;2 
| EDACs+1D) (13. 2) 
边界 条 件 为 上 (s: ) = 0. 

此 为 动态 规划 顺序 解法 的 基本 方程 . 


求解 时 ,由 边界 条 件 , 从 大 =1 开始 ,由 前 向 后 顺 推 , 逐 段 求 出 最 优 决策 和 过 
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程 的 最 优 值 , 最 后 求 出 六 (s,,， ) 为 问题 的 最 优 解 . 


13.2 动态 规划 的 求解 方法 


动态 规划 的 求解 方法 有 逆序 解法 和 顺序 解法 两 种 : 
如 果 已 知 过 程 的 初始 状态 si , 则 用 逆序 解法 ;如 果 已 知 过 程 的 终止 状态 
s 5, 则 用 顺序 解法 ， 


13.2.1 逆序 解法 


设 已 知 初 始 状态 为 ,用户 (si) 表 示 从 第 大 阶段 初始 状态 s% 到 第 ”阶段 的 
最 优 值 . 
第 ， 阶段 :指标 函数 的 最 优 值 记 为 凡 (s%) = ，opt ww (ss,z) ,此 为 一 维 极 值 
问题 ,不妨 设 有 最 优 解 x, =x。(s,) ,于 是 可 有 最 优 值 记 (s,)， 
第 m -1 阶段: 类似 地 有 
矿 (si) = Opt ,pi (sx 1) “六 Cs) ， 


xn-1EDn-1(sn-1 


其 中 *, = 也 -1 (5 二 ) ,可 解 得 最 优 解 zx = zx (5 -1 5 于 是 最 优 值 为 
(sl1)， 

不 妨 设 第 上 +1 阶段 的 最 优 解 为 xx =% (si) 和 最 优 值 六 (Cssi) , 则 对 
于 第 大 阶段 有 

所 (Cs) 二 ap Cssxz ) 机 9 

其 中 “表示 “ + ?或 “< x ”sl =m(sxs) ,可 解 得 最 优 解 妈 = 和 (2%) 和 最 优 值 为 
户 (s). 

依 此 类 推 ,直到 第 1 阶段 ,有 肪 (5) = ,opt os ) 万 ()| ,其 中 力 = 
Ts Xi) ,可 解 得 最 优 解 和 =% (si ) 和 最 优 值 为 户 (s ). 

由 于 已 知 * , 则 可 知 和 与 六 (5 ). 从 而 可 知 5 ,xs ), 按 上 面 的 过 程 反 
推 回 去 , 即 可 得 到 每 一 阶段 和 全 过 程 的 最 优 决 策 . 


13.2.2 顺序 解法 


设 已 知 终止 状态 为 *, ,用 请 (ss,) 表 示 从 第 1 阶段 初始 状态 * 到 第 大 阶段 
末 的 结束 状态 *,,: 的 最 优 值 . 

第 一 阶段 :指标 函数 的 最 优 值 记 为 态 (〈s ) = 3 (si) ,35 = 人 (sx ) ,可 
解 得 最 优 解 %1 =2“(s ) 和 最 优 值 矿 (s ). 

第 二 阶段 :类 似 地 有 
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万 (5 ) 三 人 fo (sx2 ) “Cs ) | y 
其 中 32 二 7 (3s3 ,Ma ) ,可 解 得 最 优 解 X2 =%2(s3) ,于 是 最 优 值 为 六 (s: ). 
不 妨 设 第 天 阶段 有 
(sa) = OPL eseyxr) “sb) | 
其 中 s = 了 Ts xx ) 解 得 最 优 解 为 和 =% (sl) 和 最 优 值 户 (sa ). 
依 此 类 推 , 直到 第 ”阶段 有 
(ssT) 一 5 RPR os ,Mn ) “Cs ) 层 
其 中 s =7T,(sixznw) ,可 解 得 最 优 解 x。 =x,(s) 和 最 优 值 为 刻 (s。). 
由 于 已 知 *,,，， 则 可 知 ”与 上 请 (s) .从 而 可 知 sx 大 (Cs ), 按 上 面 的 
过 程 反 推 回去 ,直到 % ,xz ,上 户 (s ) , 即 得 到 整个 过 程 和 各 阶段 的 最 优 决 策 . 


13.3 动态 规划 方法 的 应 用 


13. 3.1 一 类 静态 规划 的 动态 规划 解法 


所 谓 的 基 态 规划 是 与 时 间 概 念 无 关 的 规划 问题 ,例如 :线性 规划 、 目 标 规划 、 
整数 规划 、 非 线性 规划 等 . 而 动态 规划 是 与 时 间 概 念 有 关 的 规划 问题 ,动态 规划 
的 特点 就 是 将 问题 按时 间或 空间 特征 而 分 成 若干 个 阶段 ,从 而 将 整个 决策 过 程 
化 为 多 阶段 的 决策 问题 . 这 也 是 动态 规划 与 静态 规划 的 区 别 . 对 某 些 静态 规划 问 
题 可 以 人 为 地 引入 时 间 因 素 , 视 为 一 个 按 阶段 进行 的 动态 规划 问题 ,利用 动态 规 
划 的 方法 求解 . 

在 实际 中 ,许多 问题 都 具有 形式 上 相同 的 数学 模型 ,如 载 货 问题 分 配 问 题 、 
背包 问题 等 ,其 模型 的 一 般 形 式 为 

maxz = 袜 5(o) (或 开 o(5) )， 
人 (13.3) 
0 近 扩 和 c =12)P， 
其 中 有 (入 ) 为 已 知 函 数 , 当 (xz ) 均 为 线性 函数 时 , 则 是 线性 规划 ; 当 引 (%) 不 全 
为 线性 函数 时 , 则 是 非 线性 规划 ; 当 % 为 整数 时 , 则 是 整数 规划 ， 

一 般 解 法 : 把 问题 分 为 上 个 阶段 , 取 六 为 第 天 阶 段 的 决策 变量 ;此 时 

(si) =0 为 边界 条 件 , 则 问题 的 基本 方程 为 
人 = max[g (xx) + (sa)]， 
(Css) = 0. 
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状态 变量 为 3# 二 》 aix; (天 二 1,2,…,m)， 
庆 


人 允许 决策 集合 为 Di(ss) ={ o<x<min( 二) 下 = 1 ,2 ，… ,7 


允许 状态 集合 为 S = ls 10<s< 引 (1<k<n),S = 10， 

状态 转移 函数 为 se =s 一 CHXE( 开 三 1 2，…) 必 -1)，s, 1 =0. 

注 : 当 决策 变量 zx, 要 求 取 整 数 时 ,只 要 将 允许 决策 集合 限制 在 整数 集合 内 
了 到 值 即 可 . 


13. 3.2 ”资源 分 配 问题 的 动态 规划 模型 


设 有 某 种 资源 总 数量 为 ,用 于 生产 种 产品 ,如 果 分 配 数量 % 用 于 生产 第 


上 种 产品 ,其 效益 为 gs(xx) , 问 如 何 分 配 资源 使 生产 寺 种 产品 的 总 效益 最 大 ? 
此 问题 的 静态 模型 为 





max 2 二 安 有 (Cr) : 
三 1 


丽 
s = 
大 = 1 
xi 0, 有 = 1,2，…，, 


用 动态 规划 方法 求解 ,构造 动态 规划 模型 如 下 : 

设 状态 变量 s% 表示 分 配 用 于 生产 第 大 种 产品 至 第 寺 种 产品 的 资源 数量 , 决 
策 变 量 x% 表示 分 配给 生产 第 大 种 产品 的 资源 数量 ,状态 转移 方程 为 si: =s - 
si(sL =a) ,允许 决策 集合 为 有 (se) = sr10 大 必 生 s ,=1,2,… 和 最 优 值 函 
数 扩 (se) 表 示 以 % 数量 的 资源 分 配给 第 大 种 产品 至 第 ”种 产品 所 得 的 最 大 效 
益 , 则 问题 的 基本 方程 为 


站 三 max | Sexx) + Cs) ， 大 = 了) 凡 一 1 1， 
万 (s) = max Eu(zn) ,或 庆 (s) = 0， 
其 最 优 值 为 上 六 (c). 


13. 3.3 ”生产 与 存 贮 问题 的 动态 规划 模型 


设 某 企 业 ( 公 司 ) 对 某 种 产品 要 制订 一 项 = 个 阶段 的 生产 (采购 ) 计 划 , 已 知 
初始 库存 量 为 0, 每 阶段 的 生产 (或 采购 ) 的 数量 有 上 限 为 mm, 每 阶段 的 需求 量 已 
知 为 由 (上 =1,2,…,m) (满足 需要 ) , 且 在 第 ”阶段 结束 时 库存 量 为 0. 问 如 何 制 
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订 每 个 阶段 的 生产 (采购 ) 计 划 使 总 的 成 本 费用 最 小 ? 
设 xx 为 第 下 阶 段 的 生产 量 ( 或 采购 量 ) ,sx 为 第 大 阶段 结束 时 的 库存 量 , 则 


5 = 袜 (二 - 少 )，e( 姑 ) 表 示 第 直 阶 段 生产 产品 xx 时 的 成 本 费用 ,包括 准备 成 
本 天 和 产品 成 本 axt(a 为 单位 产品 的 成 本 ) , 即 


0， xx = 0， 
cz) = 1 天 +ax Mi = 2) 用， 
0 ， MX > 712， 


Ast) 表 示 开 阶段 本 有 库存 量 为 % 所 需 的 存 贮 费用 , 则 上 阶段 的 费用 为 gr = 
cx ) 十 刀 (sz) ,于 是 ,问题 的 静态 模型 为 


min &g = 这 [cxzt) + 加 (si)]， 


号: 
六 三 > (xz 一 必 ) 二 0,8=1;,2,…) 寻 一 1， 
了 = 上 


0 友和 之 灵 ，%i 为 整数 , 


即 为 一 整数 非 线性 规划 ， 

用 动态 规划 方法 求解 ,采用 顺序 解法 :s 为 状态 变量 ,xx 为 决策 变量 , 指标 
函数 为 gg = cs) + 如 is) ,状态 转移 方程 为 s =s -+ 一 少 , 人 允许 决策 集合 为 
DCs) = si10 和 和 tot=minims + 必 |, 从 第 1 阶段 到 第 上 阶段 末 的 最 
小 费用 为 凡 (s) , 则 问题 的 基本 方程 为 


三 ce) 十 用 (St) + Cs)] (KE = 1,2，…) 寻 ) ， 


上 
和 
tb 
习 


(sa) = 0, 或 六 (0) = min [oa(z) + 矶 (5)]， 


从 边界 条 件 出 发 ,由 基本 方程 可 以 算出 每 一 阶段 的 六 (s%) ,最 后 可 得 万 (s) = 
扩 \0) 为 全 过 程 的 最 优 值 , 即 最 小 费用 . 


13. 3.4 ”背包 问题 的 动态 规划 模型 


设 某 人 要 装 一 个 背包 ,可 装 物品 的 质量 限度 为 c kg, 共 有 种 物品 供 选择 
( 即 编 号 为 1,2,…,m). 假设 已 知 第 大 种 物品 质量 为 ws kg/ 件 ,携带 凤 件 的 使 用 
价值 为 cx) (=1,2,…,z), 问 应 如 何 选择 物品 (各 多 少 件 ) ,使 总 的 使 用 价 
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值 最 大 ? 
设 二 为 选择 第 天 种 物品 的 件数 , 则 问题 的 静态 规划 模型 为 


max 厂 = 2 ee(ar) ， 


空 wm <。， 
上 三 0 且 为 整数 ,8 = 1,2,…，, 丑 
这 是 一 个 整数 非 线性 规划 问题 . 

问题 的 动态 规划 的 模型 : 设 将 种 物品 分 为 二 个 阶段 ,状态 变量 s% 表示 选 
择 第 1 种 至 第 大 种 物品 的 总 质量 , 即 se = 汪汪 < ,决策 变量 为 xx 表示 选 
择 第 种 物品 的 件数 , 则 状态 转移 方程 为 = sl - xilu, 允许 决策 集合 为 


Di(s) = | 各 |9o<w< 人 kg 时 ， 





选择 第 1 种 至 第 大 种 物品 的 最 大 使 用 价值 , 即 六 (se) = ,max co 于 是 可 
三 es 本 


得 顺序 解法 的 基本 方程 为 
| = 人 + (si) | ，2 芝 大 近 m， 


太 (s2) 二 {e (xi ) 上 


用 顺序 解法 求解 得 各 阶段 的 最 优 值 函 数 上 (sa) ,05)，… 太 (a) 以 及 相应 
的 决策 函数 (9 ) ,xs(s),…,x(a) ,大 (a) 为 过 程 的 最 优 值 , 反 推 回去 可 得 到 
最 优 策 略 . 


13.3.5 ”复合 系统 工作 可 靠 性 问题 的 动态 规划 模型 


设 有 z 个 部 件 组 成 的 工作 系统 ,只 要 有 一 个 部 件 失灵 ,整个 系统 也 就 不 能 工 
作 , 为 了 提高 系统 的 可 靠 性 ,在 每 个 部 件 上 均 装 有 备用 件 , 并 可 自动 蔡 换 , 实际 
上 ,备用 件 越 多 整个 系统 正常 工作 的 可 靠 性 越 大 ,但 系统 的 成 本 、 质 量 \ 体 积 均 相 
应 增加 ,工作 精度 会 相应 降低 . 因此 ,现在 的 问题 是 在 上 述 的 条 件 之 下 ,应 如 何 选 
择 各 部 件 的 备用 件数 ,使 整个 系统 的 工件 可 靠 性 最 大 ? 

设 第 天 个 部 件 装 有 xx 个 备件 ,正常 工作 的 概率 为 王 ( 因 ) , 则 整个 系统 正常 


工作 的 概率 为 P = 可 m(”) (衡量 系统 正常 工作 的 可 靠 性 的 指标 ) , 装 一 个 部 件 
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的 备用 件 费用 为 ce, 质量 为 w，, 要 求 总 费用 不 超过 ,总 质量 不 超过 2, 则 问题 的 
静态 规划 模型 为 


琵 
max P = [px ， 
1 
疏 
cot 和 C， 
大 = 工 


及 
>》 W08M 安 幼 ， 
#=1 


和 之 0 ,为 整数 ,天 写 2 
其 问题 可 以 转化 为 二 维 动态 规划 问题 . 两 个 状态 变量 s4,s*: 其 % 表示 由 第 大 个 
到 第 ”个 部 件 所 容许 的 总 费用 ,s*“* 表示 由 第 上 个 到 第 二 个 部 件 所 容许 的 总 质 
量 , 决 策 变量 鸭 为 部 件 上 上 装 的 备用 件数 ,状态 转移 方程 为 
区 = S4 一 Coxx 


几 0 
Sil 二 34 一 128， 


大 二 . 开 ,25 光 “7 


允许 决策 集合 为 
Ps4s5) = {i 人 10 友和 乏 min([s es],[sivaoys])]， 
最 优 值 函 数 记 (s*,s) 表 示 从 部 件 大 到 部 件 的 最 大 可 靠 性 , 即 
AG4a) = TTp(s)， 
于 是 可 得 问题 的 基本 方程 为 


CSS ) = InaX [PC ) 和 


ED 3 
? 有 _ 网 
(CS0198041 1 ， 天 = 了 有 一 1， ,2，,1， 


最 后 计算 出 .站 (c,w) 为 系统 的 最 大 可 靠 性 . 
『13.4 选拔 队员 与 组 队 问 题 呈 : 


13. 4.1 问题 的 提出 


在 一 年 一 度 的 美国 MCM 和 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竟 赛 活动 中 ,任何 一 个 参 
赛 院 校 都 会 遇 到 如 何 选拔 最 优秀 的 队员 和 科学 合理 地 组 队 问题 ,这 是 一 个 最 实 
际 而 且 是 首先 需要 解决 的 数学 模型 问题 ， 

现 假设 有 20 名 队员 准备 参加 竞赛 ,根据 队员 的 能 力 和 水 平 要 选 出 18 名 优 
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秀 队员 分 别 组 成 6 个 队 ,每 个 队 3 名 队员 去 参加 比赛 ,选择 队员 主要 考虑 的 条 件 
依次 为 有 关 学 科 成 绩 (平均 成 绩 ) .智力 水 平 ( 反 映 思维 能 力 、 分析 问题 和 解决 问 
题 的 能 力 等 ) 动手 能 力 (计算 机 的 使 用 和 其 他 方面 实际 操作 能 力 ) .写作 能 力 、 
外 语 水 平 \ 协 作 能 力 (团结 协作 能 力 ) 和 其 他 特长 .每 个 队员 的 基本 条 件 量 化 后 
如 表 13 -上 |. 

表 13 -1 队员 的 基本 条 件 


条 件 学 科 智力 动手 写作 外 语 协作 | 其 他 





























值 成 绩 | 水 平 | 能 力 | 能 力 | 水 平 | 能 力 | 特长 
队员 (I) | (IE | (GE | CO | (CV) CVD) | 《网 ) 
人 8.6 | 8.2 8.0 | 本 9.5 6 

B | 8.8 8.1 65 | 7.7 号 | 2 

C 8.0 8.6 8.5 8.5 | 9.2 | 9.6 8 

D 8.6 8.9 8.3 | 96 7 9.7 民 8 

卫 8.8 8.4 8.5 7.7 8.6 9.2 9 

了 9.2 9 8.2 9 9.0 9.0 6 

C 9.2 9.6 9.0 7.2 9.1 9.2 9 

下 7.0 8.0 9.8 6.2 8.7 9.7 6 
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假设 所 有 队员 接受 了 同样 的 培训 ,外 部 环境 相同 ,竞赛 中 不 考虑 其 他 的 随机 
因素 的 影响 ,竞赛 水 平 的 发 挥 只 取决 于 表 13 -1 中 所 给 的 各 项 条 件 ,并 且 参 赛 队 
员 都 能 正常 发 挥 自己 的 水 平 . 现在 的 问题 是 

(1) 在 20 名 队员 中 选择 18 名 优秀 队员 参加 竞赛 ; 

(2) 确定 一 个 最 佳 的 组 队 使 竞赛 技术 水 平 最 高 ; 

(3) 给 出 由 18 名 队员 组 成 6 个 队 的 组 队 方案 ,使 整体 竞赛 技术 水 平 最 高 ; 
并 给 出 每 个 队 的 竞赛 技术 水 平 . 


13. 4.2 ”模型 的 假设 


(1) 问题 中 提供 队员 的 基本 条 件 充 分 地 反映 了 每 个 队 的 真实 能 力 和 水 平 ; 

(2) 每 个 队员 的 能 力 和 水 平 在 比赛 中 可 以 正常 发 挥 ,不 受 外 界 因素 和 环境 
的 影响 ; 

(3) 同一 个 队 三 名 队员 的 单项 条 件 互 不 影响 ,而 且 具 有 互补 性 , 即 一 个 队 的 
水 平 为 最 高 者 的 水 平 ; 

(4) 6 个 队 整 体 技术 水 平 最 高 是 在 由 问题 ( 1) 确定 的 最 佳 组 队 保 持 不 变 的 
条 件 下 整体 技术 水 平 最 高 . 


13. 4.3 ”模型 的 建立 及 求解 


问题 (1) : 在 20 名 队员 中 选择 18 名 优秀 队员 参加 竞赛 . 

(1) 建立 问题 的 层次 结构 图 

层次 结构 图 共 分 为 三 层 : 

最 高 层 为 目标 (0) 层 : 选择 优秀 队员 ; 中 间 层 为 准则 (C) 层 :队员 的 各 项 条 
件 ; 最 低层 为 方案 (P) 层 :被 选择 的 20 名 队员 ， 

(2) 确定 准则 (C) 层 对 目标 40) 层 的 权重 

由 问题 中 所 给 条 件 可 知 ,选择 队员 主要 依据 的 七 项 条 件 是 依次 排列 的 , 工 、 
E、 亚 `W、V 、 克 、 克 七 项 条 件 对 目标 决策 的 影响 程度 也 是 依次 排列 的 , 且 任 意 两 
项 的 影响 程度 之 差 可 以 认为 基本 相等 . 因此 ,确定 比较 和 矩阵 为 

1 2 3 4 5 0 7 


1XS 1《4 13 17/2 
1X6 1 14 173 172 
1X7 16 1 14 173 172 


Fi wm 上 ww 
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是 7 阶 正 互 反 矩阵 . 
求 出 矩阵 4 的 最 大 特征 值 为 As=7. 195 53 ,相应 的 特征 向 量 并 作 归 一 
化 为 


有 ，= (0. 354 284 ,0. 239 927 ,0. 158 655 ,0. 103 624,0. 067 564 6， 
0. 044 769 3 ,0.031 174 6)7， 


即 为 准则 层 对 目标 层 的 权重 ， 
入 一 7 





随机 一 致 性 指标 为 RL = 1. 36 ,一 致 性 指标 Cr ”= 一 0.032 588 3 ,于 
(1) 
是 一 致 性 比例 指标 为 CR = C 王 ~0. 023 962 <0. 1 ,因此 ,比较 矩阵 4 是 合 


理 的 . 

(3) 确定 方案 (了 ) 层 对 准则 (C) 层 的 权重 

根据 问题 所 给 的 条 件 和 模型 的 假设 (1) 可 知 ,队员 的 各 项 条 件 充 分 地 反映 
了 每 个 队员 的 能 力 和 水 平 , 因 此 ,可 以 利用 每 个 队员 (方案 ) 的 各 项 条 件 的 比 构 


造 相 应 的 比较 矩阵 . 
设 
醇 |， = 〈(20 人 9 0 ao ) 
(8) 
为 准则 Ce(k 项 条 件 ) 的 相关 数据 ( 表 13 -1) , 记 or = 二 T (JJ=1,2,…,20)， 





5 
则 人 二 此 的 比较 矩阵 为 4 = (ao 和 )2oxzo, 且 4 均 为 一 致 阵 (下 =1,2,…，,7). 
由 于 4,(E=1,2,…,7) 的 非 零 特 征 值 为 =20, 相 应 的 特征 向 量 取 第 一 列 
向 量 , 即 








(站 ) (天 ) (有 ) 、 了 T 
(at CC ab )T =( 忆 2W02 2W020 】 
11 9 作 21 ， ? 必 20,1 一 一 站 一 个 ”0 
《天 ) 0 )》 20 ) 
而 人生 1 且 
王 \ 人 2W1 ，W02 ，“…，2020 (二 一 (0 
2W1 101 


此 与 向 量 多 ， 仅 差 一 个 比例 常数 一 5 ,显然 克也 是 4, 的 特征 向 量 . 


将 4 的 特征 向 量 杯 , 归 一 化 分 别 可 以 得 到 方案 了 层 对 准则 C, 的 权重 , 计 
算 结 果 如 表 13 - 2. 
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表 13 -2 P 层 对 C 层 的 权重 


下 1 且 2 巴 3 肌 4 交 5 肌 < 歼 7 
0.049 826 2 0.052 2345 0.047 3168 0.050 0313 0.045 168 7 0.050 802 1 0.047 244 1 


0.047 508 7 0.051 0737 0.046 739 8 0.040 6504 0.044 025 2 0.048 663 1 0.015 748 





中 | 中 
上 





站 
避 





0.046 3499 0.049 9129 0.049 0479 0.053 158 2 0.052 6015 0.051 336 9 0.062 992 1 








| 局 
己 


0.049 826 2 0.051 654 1 0.047 893 8 0.060 0375 0.055 4603 0.051 8717 0.062 992 1 





中 


0.050 9849 0.048 7522 0.049 0479 0.048 155 1 0.049 171 “0.049 197 9 0.070 866 1 





心 
间 


0.053 302 4 0.053 395 2 0.047 316 8 0.049 405 9 0.051458 ”0.048 128 3 0.047 244 1 








0.053 302 4 0.055 7168 0.051933 1 0.045 028 1 0.052 0297 0.049 197 9 0.070 866 1 


人 





0.040 556 2 0.046 4306 0.056 5493 0.038 774 2 0.049 7427 0.0518717 0.047 244 1 


站 | 让 
立 








- 


0.044 611 8 0.047 5914 0.048 4709 0.040 6504 0.054 888 5 0.049 7326 0.039 370 1 








0.048 088 1 0.047011 “0.049 6249 0.043 152 ”0.048 599 2 0.050 2674 0.031 496 1 


二 


0.052 1437 0.047 591 4 0.046 1627 0.048 7805 0.051 458 ”0.050 802 1 0.039 370 1 





0.055 6199 0.052 814 9 0.0467398 0.0619137 0.0497427 0.0518717 0.047 244 1 


广 


必 | 中 | 忆 | 忆 


六 


0.055 0406 0.055 7168 0.047 893 8 0.050 6567 0.051 458 ”0.049 7326 0.055 118 1 
0.049 826 2 0.048 1718 0.047 316 8 0.050 6567 0.051458 ”0.048 128 3 0.039 370 1 


之 





0.052 723 1 0.050 493 3 0.050779 “0.052 5328 0.0503145 0.050 2674 0.039 370 1 


马 








0.053 881 8 0.048 752 2 0.049 6249 0.055 0344 0.049 171 ”0.050 8021 0.047 244 


忆 








0.048 667 4 0.046 4306 0.054 2412 0.057 536 ”0.048 027 4 0.048 663 1 0.055 118 1 


局 








0.050 4056 0.048 1718 0.053 087 1 0.056 9106 0.0497427 0.049 1979 0.062 992 1 


0.045 191 2 0.047 011 “0.055 395 3 0.047 5297 0.051458 ”0.051 3369 0.070 866 1 


加 


ES 


0.052 143 7 0.0510737 0.054 818 2 0.049 405 9 0.044 025 2 0.048 128 3 0.047 244 1 


(4) 确定 方案 了 层 对 目标 0 层 的 组 合 权重 
由 准则 C 层 对 目标 0 层 的 权重 久 。 和 方案 了 层 对 准则 层 的 权重 ,可 得 方 
案 了 层 对 目标 0 层 的 组 合 权重 为 
本 = (zs20p207) 7 = [页 ,页 ,有 )]，、 厂 ,. 
经 计算 得 
耳 =(W4 08 ,207) 
= (0. 049 675 6 ,0. 046 357 5 ,0. 049 602 8 ,0. 051 899 0 ,0. 050 265 9 ， 
0. 051 426 1 ,0. 053 084 8 ,0. 045 654 1 ,0. 046 288 6 ,0. 047 176 8 ， 
0. 049 249 4 ,0. 053 364 2 ,0. 053 137 3 ,0. 048 825 4 ,0. 051 170 9， 
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0. 051 432 0 ,0. 050 091 7,0. 051 262 6,0. 048 988 0,0.051 146 5) ， 
其 中 向 量 的 20 个 分 量 分 别 为 方案 P 层 (20 名 队员 ) 相 对 目标 层 的 权重 ， 
由 于 方案 层 对 准则 层 的 比较 矩阵 4, 均 为 一 致 阵 ,因此 相应 的 
C12) = (C10 ,C1 1C1 )， Wo = 0. 


于 是 一 致 性 比例 指标 CR -2 -0， 因此 组 合 一 致 性 比例 指标 为 


CR = CR + CR2) = 0.023 962 < 0.1 
即 组 合 权 重 可 以 作为 目标 决策 的 依据 . 
(5) 选择 18 名 优秀 队员 
将 如 上 方案 P 层 对 目标 0 层 的 权重 作为 每 个 队员 的 技术 水 平 指标 ,根据 大 
小 排序 ,结果 如 表 13 - 3. 
表 13 -3 18 名 队员 的 排序 结果 


序号 1 2 3 4 5 6 7 

队员 L 叉 G D 了 P R 

0.053 364 2 0.053 1373 0.053 084 8 0.051 899 0 0.051 426 1 0.0514320 0.051 2626 
标 

序号 8 9 10 11 12 13 14 

队员 0 T 了 Q A C K 

水 平 


0.051 170 9 0.051 1465 0.050 2659 0.050 0917 0.049 6756 0.049 602 8 0.049 249 4 











指标 
序号 15 16 17 18 19 20 
队员 | S N 本 B I H 
水 平 


_| 0.048 988 ”0.048 825 4 0.047 176 8 0.046 357 5 0.046 288 6 0.045 654 1 


指 机 


由 排序 结果 ,淘汰 了 和 工 两 名 队员 ,其 余 的 18 名 为 人 选 参赛 的 优秀 队员 ， 

问题 (2) : 确定 一 个 最 佳 的 组 队 使 竞赛 技术 水 平 最 高 . 

由 假设 知 ,每 个 队 中 的 三 名 队员 之 间 具 有 互补 性 , 即 三 人 中 各 单项 水 平 指标 
的 最 高 者 为 该 队 的 单项 水 平 指标 ,最 佳 组 队 主 要 体现 全 队 在 各 单项 水 平 指标 最 
高 ,不 应 有 某 项 水 平 指标 比 其 他 的 队 低 . 由 问题 (1) 中 的 准则 C 层 对 目标 0 层 的 
权重 多, 可 知 ,七 项 准则 是 按 顺 序 依次 排列 的 ,对 目标 决策 的 影响 是 不 同 的 ,而 
且 前 四 项 对 目标 决策 起 着 决定 性 作用 , 即 水 平 指标 主要 体现 在 前 四 项 上 ， 

(1) 最 佳 组 队 原 则 

设 m(x) 表 示 队 员 * 的 第 ;i 项 水 平 指标 ,M,(*,y,z) 表 示 由 队员 *,y,z 组 队 
(x,y,z) 的 第 守 项 水 平 指标 , 则 
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Mi;(x,y,z) = maxf mi(x) ,mi(y),mi(7y) (= 1,2,…,7)， 

令 有 =(Mi(Oxy;z) MD(z,y;z) ax,y,z) ) ,于 是 用 (xy)z) =M 本 表 
示 (x,y,z) 队 的 整体 技术 水 平 指标 . 最 佳 组 队 是 从 18 名 队员 中 选 出 *,y,z 使 
2(x,y;z) 最 高 . 

(2) 组 队 方 案 

根据 组 队 原则 ,最 佳 组 队 中 的 队员 一 定 是 前 四 项 水 平 指标 的 最 高 者 . 显然 ， 
由 表 13 -2 可 得 mm (ZL) =0.055 619 9 为 最 高 ,于 是 Mi =m (ZL) =0.055 619 9， 
则 队员 工 是 首先 人 选 的 队员 . 其 次 mz(C) =maz(MH) =0.055 716 8, 而 ms(C) > 
ma (MD) , 故 M, =ms(CG) =0.055 716 8, 则 队员 G 是 第 二 个 人 选 的 队员 . 

另外 ,m3:(3$S) =0. 055 395 3, 于 是 WM, = m;(S) =0.055 395 3, 而 且 M, = 
m4(L) =0.061 913 7, 则 队员 $ 应 是 第 三 个 人 选 的 队员 ,并 且 注 意 到 M,， = 
m,(G) =0.052 029 7,M, =m(L) =0.051 8717,M =m;(C) =0.070 866 1 也 
都 是 相对 的 较 高 者 , 即 

ahMf =(0.055 619 9 ,0. 055 716 8 ,0. 055 395 3 ,0. 061 913 7 ， 
0. 052 029 7 ,0. 051 871 7 ,0. 070 866 1 ). 

因此 ,由 队员 工 ,CG,S 组 成 (L,G,S) 队 的 技术 水 平 指标 为 "( 了 ,CC,S) =M = 
0. 563 246 是 最 高 的 ,所 以 ,最 佳 组 队 为 (L,G,S). 

问题 (3) : 给 出 由 18 名 队员 组 成 6 个 队 的 组 队 方案 ,使 整体 竞赛 技术 水 平 
最 高 ;并 给 出 每 个 队 的 竞赛 技术 水 平 . 

根据 每 个 队员 的 各 项 水 平 指标 ( 表 13 -2) 和 上 面 的 假设 及 组 队 原 则 ,假设 
该 问题 是 在 保证 最 佳 组 队 (L,G,S) 不 变 的 前 提 下 ,考虑 另外 15 名 队员 组 成 5 个 
队 使 6 个 队 整 体 技 术 水 平 指标 最 高 . 

(1) 问题 的 进一步 分 析 

首先 ,注意 下 面 的 基本 事实 :最 佳 组 队 决 策 方案 中 的 每 个 队 对 目标 0 层 的 
权重 一 定 不 小 于 全 体 (18 名 ) 队 员 对 目标 层 权 重 的 几何 平均 值 ,否则 其 组 队 方 案 
就 不 可 能 是 最 佳 的 ;三 名 队员 的 技术 水 平 指标 可 以 互补 ,技术 水 平 最 高 者 为 该 队 
的 水 平 指标 . 

由 表 13 - 2, 按 W, = | I% 名 |] (= 1,2，,7) 计算 可 求 出 几何 平均 
值 , 且 

卫 =( 厂 | ,用 1) 
=(0. 0$1 012 ,0. 050 $23 ,0. 049 902 ,0. 051 121 ,0. 049 919 ， 
0. 050 160 ,0. 048 392 ) ， 全 ，. 


任 取 三 名 队员 x,y,z 组 合 为 一 个 队 (x,y,z) ,将 对 决策 目标 的 权重 定 为 该 队 
的 技术 水 平 指标 , 即 v(z,y,z) = 于. 厂 ,, 此 处 M = (mm …,my) ,其 中 七 个 分 
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量 分 别 为 (x,y,z) 对 准则 C 层 的 权重 . 如 果 2(x,y,z) > 研 , 则 对 应 的 (*,y,z) 就 可 
能 是 一 个 组 队 . 最 后 我 们 在 所 有 队员 的 组 合 中 确定 出 六 个 组 队 方 案 ,使 每 组 技术 
水 平 指 标 之 和 为 最 高 . 

(2) 建立 组 队 模型 

用 动态 规划 的 方法 ,分 决策 过 程 为 5 个 阶段 ,分 步 给 出 5 个 队 的 组 队 方 案 . 
在 除了 队员 工 ,G,S 外 的 15 名 队员 中 组 成 5 个 队 ,每 一 阶段 确定 一 个 队 ， 

决策 变量 : 2 = (*,y,z) (=1,2,3,4,5) , 即 任 取 三 名 队员 (x,y,z) 所 组 成 
的 一 个 组 队 方 案 , 

状态 变量 ; S.(=1,2,3,4,5) , 即 从 第 上 (1 和 5<5) 个 到 第 5 个 组 队 的 组 队 
方案 所 包含 的 队员 ,其 中 S = 1A,B,C，…T|. 

状态 转移 方程 : S,,,，=3, - 开 (5=1,2,3,4). 

人 允许 决策 集合 : D,=j|(x,y,z)jixyzE So(xy,z) 三 卫 | (65=1,2,3， 
4,5). 

指标 函数 : w(S ,和 ) 表示 决 策 六 (一 个 组 队 ) 关 于 状态 $, 的 技术 水 平 指 
标 , 即 内 (Sr ) =M .机 

最 优 值 函 数 ; 六 (3:) 表 示 在 状态 % 下 确定 的 上 (1 和 5 和 5) 个 组 队 的 技术 水 
平 指标 之 和 的 最 大 值 . 则 有 逆序 解法 的 基本 方程 ; 

(Se) = max ioe( Se 和 ) + (SN)| =5,4,3,2,1， 
的 = 2 =0.056 324 6((L,G,S) 队 的 技术 水 平 指标 ) ， 

其 中 S =3, -2X (8=1,2,3,4). 


编程 求解 可 以 得 到 最 优 的 组 队 方案 (如 表 13 -4) ,其 最 优 值 为 请 (3 ) = 
0. 323 164， 


表 13 -4 最 优 的 组 队 方 案 


(C,JK) | (AN,O) | (B,P,R) | (D,F,T) 
0.051 647 | 0. 051 935 | 0. 053 262 | 0. 054 647 


和 13. s ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 生产 计划 问题 一 一 文献 [1] :375 一 382 
(2) 生产 与 库存 问题 一 一 文献 [2] :128 一 132 
(3) 工件 加 工 问题 一 一 文献 [3] :50 











组 队 已 
队员 (zx,y,z) 
水 平 (xy;z) 




















0. 055 348 |0. 056 324 6 
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(4) 基金 分 配 问题 一 一 文献 [4] :109 一 112 

(5) 不 确定 性 采购 问题 一 一 文献 [5 ] :172 一 175 
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排队 是 日 常生 活 中 常见 的 一 种 现象 ,其 共同 的 特点 是 :在 一 个 排队 服务 系统 
中 包含 有 一 个 或 多 个 “服务 设施 ”, 有 许多 需要 进入 服务 系统 的 “被 服务 者 ”, 或 
“顾客 ”, 当 被 服务 者 进入 系统 后 不 能 立即 得 到 服务 ,也 就 出 现 了 排队 现象 . 一 
服务 系统 总 是 由 “服务 设施 ”与 “被 服务 者 "构成 . 如 ;医院 与 病人 \ 商 店 与 顾客 、 
机 场 与 飞机 、 火 车 站 与 火车 \ 水 库 与 水 网络 与 用 户 等 等 . 由 于 “被 服务 者 "到达 
服务 系统 的 时 间 是 不 确定 的 , 即 是 随机 的 ,所 以 排队 论 又 称 为 “随机 服务 系统 理 
论 ” ,因此 ,排队 论 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 . 

排队 论 要 研究 的 内 容 有 三 部 分 : 

(1) 性 态 问题 : 即 研究 排队 系统 的 概率 分 布 规律 ， 主要 是 研究 队长 分 布 、 等 
待 时 间 分 布 和 忙 期 分 布 等 ; 

(2) 最 优化 问题 : 分 为 静态 最 优化 和 动态 最 优化 , 即 为 系统 的 最 优 设计 和 
系统 的 最 优 运营 问题 ; 

(3) 排队 系统 的 统计 推断 : 判断 一 个 给 定 的 排队 系统 符合 于 娜 种 模型 ,以 
便于 根据 排队 理论 进行 分 析 研 究 . 


14.1 排队 论 的 基本 概念 


14.1.1 排队 过 程 的 一 般 模 型 


设 要 求 服务 的 顾客 从 顾客 总 体 进 入 排队 系统 (输入 ) ,到 达 服 务 机 构 前 排队 
等 候 服 务 ,服务 完 后 立即 离开 (输出 )， 

排队 系统 的 主要 有 输入 过 程 、 排 队 规 则 和 服务 机 构 三 个 部 分 组 成 ， 

1. 输入 过 程 : 顾客 到 达 排 队 系统 的 过 程 , 具 有 如 下 的 特征 : 

(1) 顾客 总 体 ( 称 为 顾客 源 ) 的 组 成 可 能 是 有 限 的 ,也 可 能 是 无 限 的 ; 

(2) 顾客 到 来 的 方式 可 能 是 一 个 一 个 的 ,也 可 能 是 成 批 的 ; 

(3) 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 可 以 是 确定 型 的 ,也 可 以 是 随机 型 的 ; 

(4) 顾客 的 到 达 是 相互 独立 的 ; 

(5) 输入 过 程 是 平稳 的 ,或 称 为 对 时 间 是 齐 次 的 , 即 相 继 到 达 的 时 间 间 隔 分 
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布 与 时 间 无 关 . 

2 排队 规则 : 顾客 到 达 后 的 排队 方式 、 形 状 和 队列 数目 ,其 特征 有 三 条 ; 

(1) 顾客 到 达 后 的 排队 方式 可 以 是 “即时 制 ”, 也 可 以 是 “等 待 制 ”, 对 于 等 
待 制 的 服务 次 序 有 : 先 到 先 服务 \ 后 到 先 服 务 、 随 机 服务 \ 有 优先 权 的 服务 等 ; 

《2) 排队 可 以 是 有 形 的 ,也 可 以 是 无 形 的 ,有 的 排队 容量 是 有 限 的 ,有 的 是 
无 限 的 ; 

(3) 排队 数目 可 以 是 单列 ,也 可 以 是 多 列 , 有 的 可 相互 转移 ,有 的 不 可 相互 
转移 ， 

3. 服务 机 构 : 对 顾客 提供 服务 的 设施 或 对 象 , 从 机 构 的 形式 和 工作 情况 来 
分 有 以 下 特征 ; 

(1) 服务 机 构 可 以 没有 服务员 ( 或 服务 台 ) ,也 可 以 有 一 个 或 多 个 服务 台 ; 

《2) 对 于 多 个 服务 台 的 情况 ,可 以 是 并 列 ,可 以 是 串 列 ,也 可 以 是 混合 排列 ; 

(3) 服务 方式 可 以 是 一 个 一 个 的 进行 ,也 可 以 是 成 批 成 批 的 进行 ; 

(4) 服务 时 间 可 以 是 确定 型 的 ,也 可 以 是 随机 型 的 ,对 于 随机 型 的 需要 知道 
它 的 概率 分 布 ; 

《5) 服务 时 间 的 分 布 对 时 间 是 平稳 的 , 即 分 布 均值 方差 等 都 与 时 间 无 关 . 


14.1.2 排队 模型 的 标准 形式 


排队 模型 的 标准 形式 为 《7/IZAZL4/B《AC ,其 中 于 表示 相继 到 达 间 隔 时 间 的 分 
布 了 表示 服务 时 间 的 分 布 , 尉 和 了 了 的 取 值 有 下 列 几 种 情况 : 

M(Markov) 表示 负 指 数 分 布 ; 

(Deterministic) 表示 确定 型 的 分 布 ; 

有 (Erlang) 表示 大 阶 爱 尔 朗 分 布 ; 

CI( Ceneral Independent) 表示 一 般 相互 独立 的 时 间 间 隔 分 布 ; 

C(GCeneral) 表示 一 般 服务 时 间 的 分 布 . 

2 表示 服务 台 的 个 数 ,4 表示 系统 的 容量 限制 ,B 表示 顾客 源 数目 ,C 表示 服 
务 规则 ,可 分 为 先 到 先 服务 4(FCFS)、 后 到 先 服务 (LCFS) 、 随 机 服务 \ 有 优先 权 的 
服务 等 ,通常 只 考虑 FCFS 的 情况 ,此 时 可 省 略 此 项 ,例如 :MHZMNHVZCZN/m, 即 顾客 
相继 到 达 间 隔 时 间 为 负 指 数 分 布 ,服务 时 间 为 负 指 数 分 布 ,C 个 服务 台 , 系 统 容 
量 为 ,顾客 源 数 为 亚 , 先 到 先 服务 . 


14.1.3 排队 系统 的 运行 指标 


排队 论 主要 是 研究 排队 系统 运行 的 效率 ,估计 服务 质量 ,确定 系统 参数 的 最 
优 值 ,以 决定 系统 结构 是 否 合理 、 研 究 设 计 改 进 措施 . 因此 ,研究 排队 问题 ,首先 
要 确定 用 以 判断 系统 运行 优 劣 的 基本 量化 指标 ,然后 求 出 这 些 指标 的 概率 分 布 
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和 数学 特征 ,要 研究 的 系统 运行 指标 主要 有 

(1) 队长 : 指 在 系统 中 的 顾客 数 ,期 望 值 记 作 Zs; 

(2) 排队 长 (队列 长 ) : 指 在 系统 中 排队 等 待 服务 的 顾客 数 , 其 期 望 值 记 作 
六 , 即 5s = +Z ,其 中 为 正在 接受 服务 的 顾客 数 ; 

(3) 逗留 时 间 : 指 一 个 顾客 在 系统 中 的 停留 时 间 ,其 期 望 值 记 作 及:; 

(4) 等 待 时 间 : 指 一 个 顾客 在 系统 中 排队 等 待 的 时 间 ,其 期 望 值 记 作 允 ,， 
即 丈 : = 多 ,+ ,其 中 为 服务 时 间 ; 

(5) 忙 期 : 服务 机 构 连 续 工作 的 时 间 长 度 , 记 作 有 ; 

(6) 损失 率 : 由 于 系统 的 条 件 限 制 ,使 顾客 被 拒绝 服务 而 使 服务 部 门 受到 
损失 的 概率 ,用 Pa 表示 ; 

《7) 服务 强度 : 

绝对 通过 能 力 4, 表 示 单 位 时 间 内 被 服务 完 顾客 的 均值 ,或 称 为 平均 服务 率 ; 

相对 通过 能 力 @ ,表示 单位 时 间 内 被 服务 完 的 顾客 数 与 请 求 服务 的 顾客 数 
之 比值 . 


14.1.4 系统 状态 的 概率 


系统 状态 是 求 运行 指标 的 基础 ,所 谓 系统 的 状态 是 指 系统 中 顾客 的 数量 如 
果 系 统 中 有 个 顾客 , 则 说 系统 的 状态 为 ”, 即 可 能 的 取 值 为 

(1) 当 队 长 无 限制 时 , 则 =0,1,2，…; 

(2) 当 队 长 为 有 限制 , 且 最 大 值 为 时 , 则 m=0,1,2，…Ni 

(3) 当 服 务 台 个 数 为 , 且 服 务 为 即时 制 时 , 则 兽 =0,1,2，…，c. 

一 般 说 来 ,状态 的 取 值 与 时 间 上 有关, 因此 ,在 时 刻 上 系统 状态 取 值 为 ”的 概 
率 记 为 P, (1 ,如 果 limP,(:) = P,, 则 称 为 稳 态 (或 统计 平衡 状态 ) 解 . 实际 中 多 
数 问题 都 有 是 属于 稳 态 的 情况 ,并 不 是 真正 的 一 呈 , 即 过 某 一 段 时 间 以 后 就 有 
己 (划一 已， 


14.2 到达 时 间 的 间隔 分 布 和 服务 时 间 的 分 布 


实际 中 ,到 达 时 间 的 间隔 分 布 和 服务 时 间 的 分 布 一 般 服从 于 以 下 三 种 分 布 : 
泊 松 (Poisson) 分布 、 负 指数 分 布 和 爱 尔 朗 分 布 ， 


14. 2.1 ” 泊 松 分 布 


设 Nb) 表示 在 时 间 段 10,) 内 到 达 的 顾客 数 , P。( 忆 ,已 ) 表示 在 时 间 段 
[二 )( 坟 > 二 ) 内 有 mm(a>0) 个 顾客 到 达 的 概率 , 即 PP (王妃 ) = 已 |N(5) ~ 
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NG5) =zj , 当 己 (5) 满 足 如 下 三 个 条 件 时 , 则 称 顾 客 的 到 达 形 成 泊 松 流 : 

《1) 无 后 效 性 : 在 不 相交 的 时 间 区 间 内 顾客 到 达 数 是 相互 独立 的 , 即 在 时 
间 段 [#+Ati 内 到 达 撕 个 顾客 的 概率 与 时 刻 上 以 前 到 达 多 少 顾客 无 关 . 

(2) 平稳 性 : 对 于 充分 小 的 A:, 在 时 间 间 隔 [+ Ai 内 有 1 个 顾客 到 达 的 
概率 只 与 时 间 段 的 长 度 A 有 关 , 而 与 起 始 时 刻 上 无 关 , 且 P (bt+A) =AAL+ 
oCAi) ,其 中 >0 称 为 概率 强度 (或 平稳 流 强度 ) , 即 表 示 单 位 时 间 内 有 一 个 顾 
客 到 达 的 概率 . 

(3) 普通 性 : 对 于 充分 小 的 At, 在 时 间 间 隔 [t,: + At 内 有 2 个 或 2 个 以 上 
顾客 的 概率 极 小 ,可 以 忽略 不 计 ，, 即 0 +At) = oO(Ab). 


下 面 研究 系统 状态 为 寺 的 概率 分 布 . 
如 果 取 时 间 段 的 初始 时 间 为 上 =0, 则 可 记忆 (0,t) = 已 (在 [5+At) 内 ， 
由 于 


>》 Pt+A) =Po(tt+A) +PCE+A) 
PR=O 


二 PC +AL) = 工 ， 
故 在 [ii + At) 内 没有 顾客 到 达 的 概率 为 
Pti+A) =1-P(ti+A) 一 了 PC + Ai) 
=1-AAL+o(CA). 才 


将 [0,:+Ab) 分 为 [0, 间 和 [b+At), 则 在 时 间 段 [0,:+ Ai) 内 到 达 个 顾 
客 的 概率 应 为 


Pi+A) =PINE+AN -NO) = 了 | 


= PING + Ab) -NE = 夺 .PIN -NO) = 并- 


= >》 Pi) PetE+ At) 
下 =10 


=P(i)(1-AAI) +P CD)AAL+oCA)， 
即 


P(I+A) - 忆 (b) _ OU( AT) 
ae =-AP(N) +AP (CD) + A 





令 A 二 "0 , 则 
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dP,(b 
人 AP (CD +APi(b)， 





(14.1) 
P(0) =0 (nz>z1l). 
特别 地 , 当 m=0 时 有 


dPo(i) 
Po(b)， 





(14.2) 
P,(0) = 1. 


由 (14.2) 式 解 得 Peti) =e 尺 ,代入 (14.1) 式 解 得 已 (=Ate ,Pa(b = 


(At) 一 人 
21 e 。 





一 般 地 有 。”P,(b) = 全 人 (mr=0,1,2,…, >0) 
表示 在 长 为 上 的 时 间 段 内 到 达 m 个 顾客 的 概率 , 即 为 泊 松 分 布 ,数学 期 望 和 方差 
分 别 为 有 LN(CD)] =AtDLNCN)] = 人 

14.2.2 ” 负 指 数 分 布 


当 顾 客流 为 泊 松 流 时 ,用 了 表示 两 个 相继 到 达 的 时 间 间 隔 ,是 一 个 随机 变 
量 , 其 分 布 函数 玉 ( =PIT< 寺 =1-Pi7>t=1-Po(b. 由 上 可 知 Po(i) = 
e ,于 是 r( 世 =1-e ,it>0, 分 布 密度 为 广 ( 切 =Ae ,0. 这 里 ^ 表示 单 
位 时 间 内 平均 到 达 的 顾客 数 , 则 有 (7) = 过 表示 相继 顾客 到 达 平均 间隔 时 间 ， 


类 似 地 , 设 系 统 对 一 个 顾客 的 服务 时 间 为 "( 即 在 忙 期 内 相继 离开 系统 的 两 
个 顾客 的 间隔 时 间 ) 服 从 于 负 指 数 分 布 ,分 布 函数 为 已 (t) =1-e“,t>0, 分 布 
密度 为 上 (1) =Ue ,it>0, 其 中 人 表示 平均 服务 率 ( 即 单位 时 间 内 被 服务 完 的 顾 


客 数 ) ,上 且 期 望 值 为 已 (y) = 二 ,表示 平均 一 个 顾客 的 服务 时 间 ， 


因此 ,了 服从 于 负 指 数 分 布 , 即 与 概率 强度 为 的 泊 松 流 等 价 . 并 且 注 意 到 ， 
由 条 件 概率 可 知 :P{T>t+slI7>s| =Pl7> 寺 , 即 说 明 后 一 个 顾客 的 到 来 所 需 
时 间 与 前 一 个 顾客 到 来 所 需 时 间 * 无 关 , 故 了 具有 无 记忆 性 . 于 是 ,在 排队 模型 


的 记号 中 都 用 表示 , 且 天 (7) - 工 ,D(7) 。 


14.2.3 爱 尔 朗 分 布 
设 有 如 下 的 顾客 流 , 记 上 个 顾客 到 达 系 统 的 时 间 间 隔 序列 为 w ,mm ，…2( 为 相 
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并 


互 独立 的 随机 变量 ) , 同 服从 于 参数 为 矶 的 负 指 数 分 布 , 则 称 随 机 变量 了 = > 


ti = 上 


服从 于 大 阶 爱 尔 朗 分 布 ,分 布 密度 为 上 (iD) = Matt) om (人 > 0 >0). 
(人 1 


十 ! 5 证 志 G= 12, 昌 , 则 BCD = 袜 E[w] = 二 且 D( 们 


当 上 =1 时 , 即 为 负 指 数 分 布 ,因此 爱 尔 朗 分 布 比 负 指数 分 布 更 广泛 . 

类 似 地 , 设 系统 中 有 串 列 的 左 个 服务 台 ,每 个 服务 台 对 顾客 的 服务 时 间 是 相 
互 独立 的 , 且 服 从 于 (参数 为 胡 ) 负 指数 分 布 , 则 一 个 顾客 在 接受 完 丰 个 服务 台 
的 服务 所 需 的 总 时 间 了 服从 于 上 天 阶 爱 尔 朗 分 布 ， 


| 14.3 单 服务 台 的 排队 模型 


设 系统 的 输入 过 程 服从 于 泊 松 流 ,服务 时 间 服 从 于 负 指 数 分 布 , 单 服务 台 的 
排队 系统 有 下 三 种 情形 : 

(1) 标准 型 :MLMZLL(MLMZ1Xo /yo ) ; 

《2) 系统 容量 有 限制 :MLAMLAIVZN/ee ; 

(3) 顾客 源 为 有 限 的 :M/ZM7Z1Xo /m. 


14. 3.1 标准 型 :MLAMVI1 


排队 模型 WAM7Z1 表示 顾客 源 为 无 限 的 ,顾客 的 到 达 相 互 独立 ,到 达 规 律 服 
从 参数 A 的 泊 松 分 布 : 单 服务 台 、 队 长 无 限 、 先 到 先 服务 ;各 顾客 的 服务 时 间 相 
互 独立 , 且 同 服从 于 参数 为 上 的 负 指数 分 布 . 

1 确定 系统 在 任意 时 刻 上 的 状态 为 严 的 概率 

因为 已 知 顾客 的 到 达 规 律 服从 参数 为 人 的 泊 松 分 布 ,服务 时 间 服 从 参数 为 
的 负 指 数 分 布 ,于 是 在 时 间 间 隔 [*z:+At) 内 有 

《1) 有 一 个 顾客 到 达 的 概率 为 AAt + o(Ai) ; 

《2) 没有 一 个 顾客 到 达 的 概率 为 1-AAL+o(CAt); 

《3) 有 一 个 顾客 被 服务 完 的 概率 为 WAL +o(At) ; 

《4) 没有 一 个 顾客 被 服务 完 的 概率 为 1 -AAL+o(Al); 

《5) 多 于 一 个 顾客 到 达 或 被 服务 完 离 去 的 概率 为 o(Ai). 

现在 考虑 在 上 +A 时 刻 系 统 中 有 半 个 顾客 ( 即 状 态 为 ”) 的 概率 P,(t+At) ， 
可 能 的 情况 如 表 14 - 1 
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表 14 -1 系统 状态 的 变化 规律 






















| 瑟 直 示 0 
顾客 数 到 达 | 离 卖 的 顾客 数 
(A) 用 X X 用 已 (b(1-AAND)(L-AAD) 
(B) 7+1 x V 用 P (b(1-AAI)AA 
(C) 慰 -1 V 必 PP (iD)(AAI)(L-AAb) 
P,(b(AAI) CAb) 














这 是 一 个 生 灭 过 程 , 四 种 情况 是 相互 独立 的 事件 . 则 有 
P (t+A) =P(i)(L-AAL 一 HAAI) + 已 (1)AAL + 
Pi(i)AALE+o(CAI). 
移 项 整理 ,两 边 同 除 以 Ab, 并 令 A 二 "0 , 则 得 











= AP |(i +AP(b - (AT+HA)P (tn = 112， 
dP， 
当 ， -0 时 ,类 似 地 可 有 Sa = -APu(D) +AP,(D)， 
dP， 
=-APo(i) +API(i)， 
dP。(D) 
人 


此 方程 为 差分 微分 方程 ,其 解 是 贝 塞 尔 (Bessell) 函数 ,不 便于 应 用 ,为 此 ,我 
们 只 研究 它 的 稳 态 解 . 假设 当 二 时 ,极限 存在 ,或 PP,(t) 与 无关, 记忆,(b) 为 
dP,(t) 





也 一 1 
，, 即 有 一 一 =0, 骨 
三 AP +HP， = 0， 鸭 = AP，， 
口 
人 忆 ， + 人 PN 。 (A + 人) 己 ， 二 0， 丸 > 1 信 己 1 + HKP 二 (A + LI) 


这 是 关于 已 的 差分 方程 ,也 反映 出 了 系统 状态 的 转移 关系 , 即 每 一 状态 都 是 平 
衡 的 ,如 图 14 -1 求解 得 P, = | 分] P, 递 推 可 得 P, = (全 mn>D， 


4 妈 
CT GT 和 世人 贡 
及 玉 民 民 导 


图 14 -1 ML/MZI 的 状态 转移 关系 图 
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令 p = < 1 , 称 为 服务 强度 , 即 为 平均 到 达 率 与 平均 服务 率 之 比 , 由 概率 


ww mm P 
的 性 质 : 2 己 三 1, 即 Po 2 一 和 二 广 生 1 于 是 


训 = 工 -p， 
PP =(1-p)p >1， 
就 是 所 求 的 系统 状态 为 款 的 概率 . 


2 系统 的 运行 指标 

(1) 队长 (平均 顾客 数 ) : 因为 系统 的 状态 为 , 即 系统 中 有 壮 个 顾客 ,由 期 
望 的 定义 得 
从 


帮 生 放 =- 并 (1-p)w 二 


(2) 队列 长 (等 待 的 平均 顾客 数 ) : ZL，= > 本 - 


凡 一 人 
(3) 系统 中 顾客 的 逗留 时 间 : 事实 上 ,系统 中 的 一 个 顾客 的 逗留 时 间 vv, 服 
从 于 参数 为 (4 -A) 的 负 指 数 分 布 ,分 布 函数 和 分 布 密度 分 别 为 
(2) = 1] - ee Fo) 去 ( 几 了 和 Je ， 
所 以 有 us = BE(zo) = 一 
凡 一 从 
(4) 系统 中 顾客 的 等 待 时 间 : 等 待 时 间 = 逗留 时 间 - 被 服务 的 时 间 , 即 
机 = 厂 ， 了 世人 Ce 
凡人 一 人 
其 中 二 表示 平均 一 个 顾客 的 服务 时 间 ， 


综 上 所 述 ,系统 主要 运行 指标 为 


从 人 入 1 
天 一 一 ,= -os = 一 一 8 = 一 上 一 . 
凡 一 从 凡 一 从 凡 一 从 内 一 从 


3， 运行 指标 之 间 的 关系 
了 = As，Z，= AUWs = Wy 二 一， = 了 二， 


几 凡 
这 些 关系 式 称 之 为 Little 公式 . 
14.3.2 ”系统 的 容量 有 限制 :M/M7XL/LNya 
1， 系统 的 状态 概率 


类 似 于 标准 型 的 假设 ,不同 的 是 队长 有 限制 (了 短 NW), 即 系统 中 最 多 允许 有 
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AN 个 顾客 在 排队 ,多 了 将 被 拒绝 进入 系统 . 假设 A 为 平均 到 达 率 ,/ 为 平均 服务 
率 , 则 类 伏地 可 得 状态 转移 关系 图 ,如 图 14 -2. 


4 儿 4 外 4 4 
本 站 


图 14 -2 M7/LMN/IVXN《au 的 状态 转移 关系 图 


于 是 状态 概率 的 ( 稳 态 ) 方 程 为 
HP，= APu， 


HP +AP = (A+A)P(1L 二 7 和 N-1)， 
HAPN = AP 


注意 到 = 1, 由 递 推 关 系 不 难 求 得 系统 的 状态 概率 为 
1 


确 壮 一 一 Ap 关 1 ， 
1-p 
帮主 克 么 吨 么 
1 -p 
注 : 
(1) 如 果 p=1( 即 =A) ,由 Pu = Pi =…=Py= 六 5, 即 到 达 率 和 服务 率 


相等 ,在 稳 态 情况 下 系统 不 会 出 现 排队 等 待 现象 ; 

《2) 这 里 因为 是 有 限 项 的 和 ,所 以 不 要 求 Pp<1, 但 当 pP=A 人 >1, 即 人 > 人 
时 ,表示 单位 时 间 内 的 到 达 率 比 服务 率 大 ,系统 的 损失 率 增加 , 即 被 拒绝 排队 的 
数量 增 大 . 

2 系统 的 运行 指标 


全 隐 人 人 2 


(NWr+1l) +l 
2- - 治 ,0 天 1; 





(2) 队列 长 : Z，= (mn -1)P, =z7s-(1-Po); 

〈3) 顾客 逗留 时 间 : 首先 注意 到 一 个 事实 ,因为 ws 与 平均 到 达 率 有关， 
而 A 表示 系统 的 容量 有 空 时 的 平均 到 达 率 , 当 系 统 满 员 (m 了 =N) 时 , 则 到 达 率 为 
0 ,为 此 引入 有 效 到 达 率 A^., 表 示 有 空 时 平均 到 达 率 A 减 去 满员 后 拒绝 顾客 的 平 
均 数 AP , 即 人 .=A(L-Pv) ,由 于 


=A(1-P) = af1 -一 =- 4 于 人 
-p 
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0 
于 是 顾客 逗留 时 间 为 ws AAA(1 -P) ALI-P， 


也 五 1 


(4) 顾客 等 待 时 间 : 2 二 5 和 


14. 3.3 ”顾客 源 为 有 限 的 :M7ZM7Lo /ma 


对 该 模型 的 顾客 总 体 虽 只 有 普 个 顾客 ,但 每 个 顾客 的 到 来 并 接受 服务 后 ， 
仍然 回 到 顾客 总 体 , 即 可 以 再 次 到 来 ,所 以 对 系统 的 容量 是 没有 限制 的 ,实际 上 
系统 中 顾客 数 永 远 不 会 超过 严 , 即 与 模型 WMAMNVZ1VZm/m 的 意义 相同 ， 

与 前 面 情 况 类 似 ,假设 每 个 顾客 的 到 达 率 相同 为 ,在 系统 外 的 平均 顾客 数 
为 严 - 必 , 故 系统 的 有 效 到 达 率 为 .=A( 杰 -六 ). 考虑 稳 态 的 情况 , 则 系统 的 状 
态 转移 关系 如 图 14 - 3， 

mA (mi 一 1)1 (mi 一 HN+1) 0 (mm 一 2) 和 


CTDOTDTEECTCTTOE TEL 


图 14 -3 M/LM]L/Lo /mm 的 状态 转移 关系 图 
于 是 可 得 系统 状态 概率 的 平衡 方程 为 
AP，= mAP。， 
HAP, +(m-m+l)AP = [(m-m)A+ 凡 PE 三 m 和 7 -1)， 
HP。= 人 也 


到 瑟 ~1 


注意 到 2 P， = 1, 由 递 推 关系 不 难 求 得 系统 状态 的 概率 为 
1 





二 

7 人 下 

包 人 | 
P，= 人 1 友 吧 . 


系统 的 运行 指标 为 


= 》 nP, = 灰 - 女 (1 - Po)，zs 
m=0 从 


“人 几 
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Z， = 立 o-DP -mt 


14.4 多 服务 台 的 排队 模型 


研究 单 队 、 并 列 的 e 个 服务 台 的 情形 ,主要 有 三 种 情形 : 
(1) 标准 型 : M]LMALe(MAMAeyo /ao ) ; 

(2) 系统 容量 有 限制 : ML]MVAc/NVAoo ; 

(3) 顾客 源 为 有 限 的 : MLMVAcvo /mm. 


14. 4.1 标准 型 :MVLAMVALc/ om /wm 


前 提 假 设 同 M/]M/IXo /ou ,另外 ,假设 顾客 流 为 泊 松 流 ,平均 到 达 率 为 A， 
各 服务 台 的 服务 时 间 满足 负 指 数 分 布 ,而 各 服务 台 的 工作 是 相互 独立 的 (不 搞 
协作 ) ,单个 服务 台 的 平均 服务 率 为 几 , 则 整个 服务 机 构 的 平均 服务 率 为 %( 当 
>o) ,或 双 ( 当 mn<e), 令 p - 启 , 称 为 系统 的 服务 强度 (服务 机 构 的 平均 利用 
率 ) , 当 p > 1 时 ,系统 就 会 出 排队 现象 , 即 有 顾客 在 排队 等 待 . 
类 似 地 ,可 以 得 到 系统 状态 概率 的 平衡 方程 为 

HP，= APo， 

(mn+1l)AkP +AP = (+ 员 )PCL 反 mm 委 c)， 

cuP, +AP =(A+o 吧 )P(n > ec)， 


其 中 卫 P, = 1, 且 p = 人 1. 由 递 推 关系 可 以 求 得 系统 状态 概率 


ec-1 ! 
| 


系统 的 运行 指标 为 





庆 呈 全 一 
凡 
_ SS _ (op)p 
= 人 - c) 忆 ， = = > et P。 = zi 二 





A 上 -_ (%)P " ___ (%)2p 
= 生 ,i=nmn-ciuy=-= 忆 ,0 = 二 = 忆 . 
和 


思考 题 : 一 个 MLM/e/o /o 系统 与 ce 个 MLM/LIMo /o 系统 比较 哪 一 种 效 
率 高 ? 
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14. 4.2 ”系统 容量 有 限制 :M/M/e/N/a 


假设 系统 内 有 * 个 服务 台 ,顾客 流 为 泊 松 流 , 平 均 到 达 率 为 ^. 各 服务 台 的 
服务 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,而 工作 是 相互 独立 的 ,平均 服务 率 为 人 系统 的 最 大 
容量 为 VCNz>c) , 当 系 统 客 满 ( 即 系统 内 有 N 个 顾客 ) 时 ,有 “个 接受 服务 ,N -。 
个 在 排队 ,再 有 顾客 到 来 将 被 拒绝 而 离 去 ,系统 将 有 损失 率 . 

当 系 统 的 状态 为 上 时 ,每 个 服务 台 的 服务 率 为 凡 , 则 系统 的 总 服务 率 ; 当 0 < 


全 半 q, 令 p = 六 为 系统 的 服务 强度 . 
类 似 地 ,可 以 得 到 系统 的 状态 概率 平衡 方程 
MP，= APu， 
(n+l)AkP +AP = (Ar+)P，( 人 (1 近郊 和 5)， 
ouP +AP = (AMA+o)P， (cs<nmn<N)， 


APuw-l = cLPN， 


其 中 科 P, = 1, 且 p = 汪 < 1. 由 递 推 关系 可 以 求 得 系统 状态 概率 为 


c-1 
[位 二 (oo) + 二 生 e 7 1 ， 
在 Ki 
P = 
一 1 
》 (c) + 邱 (N-e+r1l)， pp =1， 
克 =0 有 1 
1 只 
了 (op) P,,， 当 0 到 卫 和 过 cc， 
P, = 
po"Pu, 当 c<nsA 
系统 的 运行 指标 为 
五 1 - 己 过 和 
Ss 和 过 ， + cp 一 忆 v) ，Ws 0 和 A(1 - 己 )” 
上 
= 袜 oo-oP2PiL -or -NoG -mor， 
有 =Cc+l 


系统 满员 的 损失 率 为 Pa = Py = 邱 p"Pu. 
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特别 地 , 当 N=ec 时 , 即 MLMLC/C/o ,此 时 系统 为 即时 制服 务 ,不 允许 有 顾 
客 在 系统 内 排队 , 亦 即 系统 的 状态 概率 为 





,15 = 》nP, = cop(1 -P.). 
如 =1 


14. 4.3 ”顾客 源 为 有 限 的 :M/ZMVeyeo /mr 


假设 同 前 面 的 问题 相同 , 即 , 普 ,A,w,p 的 意义 相同 ,系统 状态 概率 的 平衡 
方程 为 


AP，= mAP， 

(PE +1l)UP +(m -mn+l)AP = [mnm-mz)A+m]P，(1 和 nm 反 c)， 
quoP + (站 -e+1)AP = [(m-c)A+ 吧 ]P，(e 大 m<mm)， 
AP = 以 P. 


由 递 推 关系 可 以 求 得 状态 概率 
-的 有 的] 全， 


7 入 
| Pu， 当 0 冯 和 c， 


1 纶 
一 一 一 (全 P， 当 c <m 苹 mm. 
(mm -4) clc”、\ 几 


系统 的 运行 指标 为 
二 工 ( -9P， wu -年 a 


有 效 到 达 率 为 ,=A(m-) ,县 = 六 + 用 + 全 (人 


类 似 地 还 有 MALMALce/[Nm ,MLNALeymym NALNLcvcjm 等 情况 ,可 作 相 应 的 
讨论 . 
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14.S$ 排队 系统 的 最 优化 问题 


14. 5.1 一 般 排队 系统 的 最 优化 问题 


1， 最 优化 问题 的 分 类 

(1) 系统 设计 最 优化 ,或 称 静态 最 优化 ,是 指 在 服务 系统 设置 以 前 根据 一 定 
的 质量 指标 , 找 出 参数 的 最 优 值 , 从 而 使 系统 设计 最 经 济 . 例如 :服务 机 构 的 规模 
大 小 、 服 务 台 的 个 数 、 系 统 容 量 大 小 等 . 

(2) 系统 控制 最 优化 ,或 称 动 态 最 优化 ,是 指 对 已 有 的 排队 系统 寻求 使 其 某 
一 目标 函数 达到 最 优 的 运营 机 制 . 

2， 费 用 模型 

通常 所 说 有 费用 是 指 服务 机 构 的 服务 费用 和 顾客 等 待 的 费用 ,一 般 说 来 , 提 
高 服务 机 构 的 服务 水 平 ( 即 增加 了 服务 机 构 的 成 本 ) ,自然 会 降低 顾客 的 等 待 费 
用 (损失 ) ,最 优化 的 目标 之 一 是 使 二 者 费用 之 和 为 最 小 , 另 一 个 目标 是 使 服务 
机 构 的 纯 收 入 (利润 ) 为 最 大 . 如 图 14 -4. 

费用 





0 极 小 值 服务 水 平 


图 14-4 系统 费用 


14. 5.2 ”模型 M/MVL 中 的 最 优 服务 率 凡 


1. 标准 型 :MV/AMVI 
设 目标 函数 : z = csw + crLs, 即 为 单位 时 间 服 务 成 本 与 顾客 等 待 费用 之 和 的 


期 望 值 ,其 中 cs 表示 当 凡 =1( 单 位 时 间 内 服务 完 一 个 顾客 ) 时 服务 机 构 的 服务 
人 


费用 ,ev 为 每 个 顾客 在 系统 中 停留 单位 时 间 的 费用 ,由 二 zx =CsN + 


人 从 
co , 求 其 极 小 值 即 令 旦 -0, 则 cs - [2 =0, 解 出 最 优 解 凡人 


dl (一 和 ) 
| 于 , 即 为 最 优 服务 率 . 
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2. 系统 容量 有 限 的 : MALAMVLLLANV o 

如 果 系 统 中 已 有 V 个 顾客 , 则 后 来 的 顾客 将 被 拒绝 ,于 是 可 设 Pw 为 被 拒绝 
的 概率 ,1 - Pw 即 为 接受 服务 的 概率 . (1 - Pw ) 表 示 单 位 时 间 内 实际 进入 服务 
机 构 的 顾客 数 ,在 稳定 状态 下 , 即 为 单位 时 间 内 实际 服务 完成 的 顾客 数 ， 

设 系统 服务 完 1 个 顾客 能 收 人 C 元 ,于 是 单位 时 间 收 入 的 期 望 值 为 A(1 - 
Puw)C, 则 系统 的 纯利 润 为 


一 从 
Ai 一 CSH. 


入 + 


冯 
z=A1-P)CG-ecw = Ac 二 一 全 - cs = 4 办 


证 +porl 


(1 - 99) C， 
其 中 Pv = 人 二 Br,P= 六 ,而 oo,C,A，N 均 为 已 知 的 ,用 数值 方法 求解 出 上 的 


数值 解 . 

3. 顾客 源 为 有 限 的 :MVLAMVAL ou /m 

设 顾客 数 为 亚 , 单 个 服务 台 、 服 务 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 当 服务 率 为 人 =1 
时 ,服务 机 构 的 成 本 费 为 cs ,单位 时 间 内 服务 完 一 个 顾客 的 收入 为 C 元 ,单位 时 
间 内 服务 完 的 顾客 数 为 -Zs, 则 单位 时 间 内 的 纯利 润 为 





mLC 人 风 
zz = (有 -ZI)C-c = 一 cs 
2 二) 
其 中 羽 本 _ 亚 到 
-( 交 ) = 加 一 全 “为 泊 松 和 ,= 允 , 令 友 = 0, 则 得 
马公 ]E()+ 元 [ 玉 ( 旦 )E.- (至 )- 全- 到] 二 





当 给 定 cs,C,A,m 后 ,利用 泊 松 分 布 表 和 数值 方法 计算 求解 得 最 优 服务 
率 几 . 

14. $.3 ”模型 M/Mve 中 的 最 优 服务 台数 

仅 对 标准 的 模型 进行 讨论 . 在 稳 态 的 假设 下 ,单位 时 间 内 每 服务 台 的 成 本 费 
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为 cs ,每 个 顾客 在 系统 中 停留 单位 时 间 的 费用 为 cg , 则 单位 时 间 内 的 费用 (服务 ， 
成 本 和 等 待 的 费用 ) 的 期 望 值 :z = csc + crzs ,其 中 心 =Zs(Cc), 即 与 服务 台 的 个 
数 e 有 关 , 因 此 总 费用 为 xz=z(c), 记 * 的 最 优 值 为 ”, 则 z(e” ) 是 最 小 费用 . 由 
于 “只 能 取 整 数 , 即 z(c) 是 离散 函数 ,所 以 只 能 用 边际 分 析 方 法 求解 . 事实 上 , 根 
据 z(e”) 为 最 小 值 ,可 有 
人 <z(c” -1)， 
z(c )< 反 z(c”+1). 
由 z=ecsc+cyzs, 则 有 
Co”+ cyzs(c" ) 和 cs(c” -1) +eyp(c” -1)， 
陋 +cyzs(c") 和 cc” +1) +crL(c ”+1)， 


化 简 整理 得 


人 
CC 多 


14.6 ”校园 网 的 设计 和 调节 收费 问题 


14.6.1 问题 的 提出 


随 着 计算 机 技术 的 飞速 发 展 ,校园 信息 网 已 在 全 国 高 校 中 普及 . 某 高 校 拟 建 
一 校园 信息 网 ,并 与 internet 连接 ,用 户 可 以 通过 网 络 通信 端口 拨号 上 网 ,为 此 ， 
需要 根据 用 户 的 数量 研究 通信 端口 的 设计 规模 . 通常 的 通信 端口 分 为 16 口 .32 
口 .64 口 .128 口 等 ,实际 中 随 着 通信 端口 数量 的 增加 ,其 成 本 费 将 成 倍增 加 . 如 
何 根据 实际 情况 在 保证 基本 满足 用 户 需 求 的 条 件 下 ,确定 合适 的 通信 端口 数 ,以 
减少 费用 开支 和 资源 的 浪费 . 

当 网 络 建成 后 ,为 了 保证 用 户 有 效 地 使 用 信息 网 ,必须 要 通过 适当 的 收取 线 
路 调节 费 来 控制 上 网 时 间 ,一 般 认 为 采用 分 段 计时 收费 较为 合理 ,例如 按 上 网 时 
间 长 短 分 为 "免费 一 半 费 一 全 费 一 2 倍 一 3 倍 一 4 倍 …… ”等 时 段 . 
现在 的 问题 是 

(1) 假设 有 mm 个 用 户 ,每 个 用 户 平均 每 天 ( 按 16h 计 ) 上 网 1.5h, 试 确定 通 
信 端 口 数 半 与 严 之 比 nm 

〈2) 假设 普 =150, 按 所 设 定 的 通信 端口 数 ”, 试 讨论 平均 每 天 每 个 用 户 上 
网 1h.1.5 hzh3h 4h.5h 的 可 能 性 ,出 现 因 线 路 忙 用 户 想 上 网 而 上 不 去 所 
产生 抱怨 的 可 能 性 和 通信 端口 的 平均 使 用 率 ; 

《3) 为 了 控制 上 网 时 间 ,学 校 要 求 适 当 收 取 线路 调节 费 , 试 给 出 一 种 合理 的 
分 段 计 时 收取 线路 调节 费 的 方案 . 
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14. 6.2 问题 的 分 析 与 假设 


根据 问题 中 所 给 的 信息 ,我 们 可 以 用 排队 理论 来 研究 这 一 问题 . 假设 校园 信 
息 网 络 和 用 户 构成 一 个 排队 系统 ,网 络 的 通信 端口 为 服务 台 , 个 数 为 二 ,用 户 为 
顾客 ,顾客 源 数 为 严 , 平 均 忙 期 ( 即 一 天 连续 工作 时 间 ) 为 16 h. 同时 要 注意 到 : 
实际 中 不 限制 用 户 上 网 的 次 数 ,虽然 实际 用 户 数 为 亚 , 但 我 们 可 以 认为 顾客 总 体 
是 无 限 的 . 1 

另 一 方面 ,在 同一 时 间 当 个 通信 端口 全 部 被 占用 ( 即 系统 满员 ) 时 ,再 有 
用 户 拨号 上 网 ,系统 将 会 拒绝 ,使 用 户 无 法 上 网 . 此 时 ,这 些 用 户 会 产生 抱怨 ,只 
有 在 网 上 的 用 户 下 网 后 才能 有 新 的 用 户 上 网 ,可 以 这 样 周 而 复 始 地 进行 下 去 . 也 
就 是 说 ,只 要 时 间 人 允许 ,系统 不 限制 上 网 的 人 数 ,但 不 允许 用 户 在 系统 内 排队 等 
候 , 即 系统 服务 是 即时 制 的 . 为 此 ,给 出 如 下 几 点 假设 : 

(1) 每 个 用 户 的 上 网 是 随机 、 且 相互 独立 ,单位 时 间 的 平均 到 达 ( 上 网 ) 率 
为 和 A; 

(2) 半 个 通信 端口 的 使 用 是 随机 独立 的 , 即 任 一 用 户 可 使 用 空闲 的 任 一 端 
口 ,单位 时 间 的 平均 服务 率 ( 上 网 人 数 ) 为 风 ; 

(3) 不 限制 用 户 每 天 的 上 网 次 数 , 即 顾客 接受 一 次 服务 后 仍 回 到 顾客 总 体 ; 

(4) 学 校对 用 户 一 般 要 收取 一 定数 量 的 线路 基本 费 , 在 模型 中 不 考虑 此 
费用 ; 

(5) 学 校 的 收费 不 是 以 营利 为 目的 ,完全 是 为 了 调节 线路 ,控制 上 网 时 间 ， 
为 此 ,不 需要 追求 经 济 利益 


14. 6. 3 ”模型 的 建立 与 求解 


由 上 面 的 分 析 ,假设 用 户 平均 上 网 的 人 数 ( 即 顾客 的 平均 到 达 率 ) ,服从 于 
参数 为 人 的 泊 松 分 布 ,平均 服务 (上 网 ) 时 间 服 从 于 参数 为 上 的 负 指数 分 布 , 故 
问题 的 排队 模型 为 MLAMVLP/nr/ ao . 

问题 (1) : 已 知 每 个 用 户 平均 每 天 上 网 1.5 h, 每 天 的 总 上 网 时 间 为 了 = 
1.5m (h) ,一 天 按 16 h 计算 . 根据 题 意 要 在 基本 满足 需要 的 条 件 下 ,为 节省 费 
ER 


则 每 天 平均 每 个 通信 端口 的 占用 时 间 应 为 二 = 上 = 严 =16 (h), 故 = 让 = 


记 了 , 即 通信 端口 数 " 与 用 户 数 mm 的 比例 为 1: 10.7, 可 近似 为 1 10. 这 与 实际 中 


通常 采用 1: 10 的 比例 是 相符 的 . 
问题 (2) : 由 问题 (1) 的 结果 , 当 m =150 时 ,通信 端口 数 =16. 由 假设 1， 
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用 户 的 平均 上 网 率 为 A= 开 = 安 ( 人 Ah) 由 假设 (2) ,各 端口 的 平均 服务 率 为 


人 , 即 每 个 用 户 的 平均 上 网 时 间 为 :; = 二 () 


假设 系统 的 状态 为 &( 即 由 上 天 个 用 户 在 网 上 ) 的 概率 为 Pi (上 =0,1,2,…， 
&) ,状态 转移 率 为 胡 忆 , 故 得 状态 的 平衡 方程 为 


HAP，= APu， 
AP = HP(1<A<DP)， 
人 忆 ， 二 PP ，， 


其 中 记 = 1 .求解 此 差分 方程 ,可 得 各 状态 概率 为 


P，- 看 (过 ) ， 0 < 夺 和 mn, 其 中 Po = [三 去 (站 


而 且 , 通 信 端 口 的 平均 使 用 数 为 
该 二 "[( 交 4 - 乙 ). 
系统 满员 的 概率 为 P, = 十 [六 ] Po 
于 是 ,通信 端口 有 空闲 用 户 能 上 网 的 概率 为 已 = 袜 P， = 1 -已 . 
当 A 凤 =16, 平 均 每 天 单个 用 户 上 网 1h .1.5 h.2 h3 h 4h5 h, 即 风 


二 时， 用 户 能 上 网 的 概率 忆 . 因 线路 忙 用 户 想 上 网 而 上 不 去 产生 抱 


怨 的 概率 Pe 和 单位 时 间 端 口 的 平均 使 用 率 产 计算 结果 如 表 14 - 2. 
表 14 -2 问题 (2) 的 计算 结果 





























信 Ps 己 Zes 

1 | 0.014 666 71 0. 985 333 9.237 5 
273 0. 116 352 0. 883 648 12. 426 3 
172 0. 257 403 0. 742 3S97 13. 923 7 
173 0.467 174 站 0. 532 826 14. 985 7 
174 | 0. 590 668 0. 409 332 15. 35 
17Z5 0. 668 793 0， 331 207 15.223 3 





问题 (3) : 根据 问题 的 要 求 , 采 用 分 段 计时 收费 方案 ,可 分 为 “免费 一 半 费 
一 全 费 -2 倍 -3 倍 -4 倍 ……" 等 时 段 , 为 此 ,首先 应 确定 免费 时 段 . 按 严 = 150 
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人 和 =16 口 , 要 保证 平均 每 天 每 端口 为 130/16 =9. 375 人 次 ,平均 上 网 时 间 大 
约 为 1.7h, 即 1 小 时 42 分 钟 . 为 了 保证 一 定 的 可 靠 性 ,同时 考虑 到 问题 (1) 中 端 
口 设 计 是 按 1.5 h 设计 的 ,于 是 不 妨 可 确定 免费 上 网 时 间 为 1.5 h, 相 应 的 抱怨 
概率 为 Ps(1.5) =0. 116 352 ,全 天 所 有 线路 饱和 的 时 间 为 1. 7 h, 且 满员 的 概率 
为 Ps(1.7) =0.173 387. 随 着 上 =1A 的 增加 ,Pie( 切 也 增加 ,为 此 ,就 按 Pie(b) 
随时 间 对 Ps(1.7) 增 加 的 倍数 来 确定 对 应 的 上 网 时 间 段 , 即 为 分 段 加 倍 收 费 


的 时 间 ， 
事实 上 ,由 Pie(b) = 语 ( 罗 和 P， = [到 才 ( 生 站 可 以 求 出 4 = 


为 此 根据 问题 (2) 中 的 计算 结果 作 数 据 拟 合 可 得 到 Pie(b) 的 近似 表达 式 , 于 是 
有 分 段 计 费 的 时 间 段 为 

2P (1.7) =0.346 774 ,得 上 =2.383 7=2.4; 

3P, (1.7) =0.520 161, 得 1=3.350 39~3.4; 

4P ,(1.7) =0.693 548 ,得 !=~5.237 68=~5.2; 

5P,,(1.7) =0.866 935 ,得 :=6. 101 64 =~6. 1 

于 是 ,可 以 得 到 分 段 收费 方案 : 


当 i<1.5 时 ,免费 ; 当 1.5<t<1.7 时 , 收 半 费 和 ; 当 1.7<t<2.4 时 , 收 全 费 


d; 当 2.4<t<3.4 时 ,2 倍 收费 2d; 当 3.4<t<5.2 时 ,3 倍 收费 3d; 当 5.2<t<6.1 
时 ,4 倍 收费 4d; 当 t>6.1 时 ,依次 类 推 ,其 中 4 根据 学 校 的 实际 情况 确定 . 


14. 6.4 两 点 说 明 


(1) 实际 中 用 户 上 网 数量 的 多 少 一 定 与 时 间 有 关系 ,早晨 ` 上 午 `. 中 午 、 下 
午 、 上 晚上 拨号 上 网 的 人 数 肯 定 是 不 均衡 的 . 为 此 ,应 在 收费 方案 中 考虑 上 网 的 时 
间 因 素 , 按 照 “ 忙 时 多 收 , 闲 时 少 收 ?的 原则 ,将 一 天 分 成 早晨 ` 上 午 、 中 午 、 下午、 
上 晚 上 五 个 时 段 ,分 别 赋 不 同 的 权 值 waz ,as,a4,as, 在 上 面 的 分 段 计 时 收费 的 
同时 ,还 应 考虑 上 网 时 段 的 权 值 ,综合 给 出 一 种 "分 段 计 时 加 权 " 收 费 方案 ,这 种 
方案 可 以 更 好 、 更 有 效 地 起 到 对 通信 端口 的 调节 作用 ; 

(2) 该 问题 是 根据 本 校 的 信息 网 建设 实际 提出 来 的 ,该 模型 为 网 络 的 设计 
提供 了 一 定 的 理论 依据 ,实践 证 明 该 模型 是 符合 实际 的 ,结论 是 正确 的 ,并 有 一 
定 的 应 用 和 推广 价值 . 


14.7 ”参考 案例 与 参考 文献 
1， 参考 案例 


(1) 电话 总 机 的 设置 问题 一 一 文献 [1] :163 一 171 
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(3) 飞机 排队 问题 一 一 文献 [3] :112 一 121 
(4) 排队 网 络 问题 一 一 文献 [4] :194 一 206 
2， 参 考 文献 
[1] 雷 功 炎 . 数学 模型 讲义 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ,1999 
[2] 刘 承 平 . 数学 建 模 方法 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2002 
[3] 叶 其 孝 . 数学 建 模 教育 与 国际 数学 建 模 竞赛 . 合肥 :《 工 科 数 学 》 杂 志 
社 ,1994 
[4] 盛 友 招 . 排队 论 及 其 在 计算 机 通信 中 的 应 用 . 北京 :北京 邮电 大 学 出 版 
社 ,1998 
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E 光 号 这 尖 对策 论 方法 





对 策 论 是 研究 具有 斗争 或 竞争 性 质 现象 的 一 种 数学 理论 和 方法 , 它 是 运筹 
学 的 一 个 重要 分 支 , 它 所 研究 的 典型 问题 是 两 个 或 两 个 以 上 的 参加 者 在 某 种 对 
抗 性 或 竞争 性 的 场合 下 各 自 做 出 决策 ,使 自己 的 一 方 得 到 最 有 利 的 结果 . 实际 
中 ,在 政治 、 经 济 、 军 事 活动 以 及 日 常生 活 中 都 有 广泛 的 应 用 


1S$.1 对策 论 的 基本 概念 


(1) 对 策 行为 与 对 策 模型 

具有 竞争 或 对 抗 性 质 的 行为 称 为 对 策 行 为 . 具有 对 策 行为 的 模型 称 为 对 策 
模型 或 对 策 . 

实际 中 的 对 策 模 型 是 多 种 多 样 的 ,根据 对 策 模 型 的 类 型 可 以 分 为 矩阵 对 策 、 
连续 对 策 、 微 分 对 策 、 阵 地 对 策 、 随 机 对 策 等 . 

(2) 局 中 人 

一 个 对 策 行为 (或 一 局 对 策 ) 中 有 权 决 定 自 己 行动 方案 的 参加 者 称 为 局 中 
人 ,用 了 表示 局 中 人 的 集合 . 如 果 有 n(mn >2) 个 局 中 人 , 则 记 7= 11,2，…… 中 

在 对 策 论 中 ,总 是 假设 每 个 局 中 人 都 是 “理智 的 ”, 即 竞争 者 是 公平 理智 的 
竞争 . 
(3) 策略 与 策略 集 
在 一 局 对 策 中 ,可 供 局 中 人 选择 的 一 个 实际 可 行 的 行动 方案 称 为 一 个 策略 ， 
每 一 个 局 中 人 都 有 一 组 策略 , 称 为 策略 集 , 记 第 :个 局 中 人 的 策略 集 为 3S:( E 人 

(4) 赢得 函数 (支付 函数 ) 

在 一 局 对 策 中 ,每 个 局 中 人 都 选 定 一 个 策略 形成 一 个 策略 组 , 称 为 一 个 局 
势 . 如 果 第 i 个 局 中 人 的 一 个 策略 为 % E Si, 则 个 局 中 人 的 策略 组 为 *=《si， 
s ,…,5, ) ,是 一 个 局 势 . 全 体 局 势 组 成 的 集合 $ 表示 为 每 个 局 中 人 的 策略 集 的 
笛 卡 儿 积 , 即 S=3S xS:x…XxS 

对 任意 局 势 s E 8$, 每 个 局 中 人 都 可 以 得 到 一 个 赢得 ,如 第 守 个 局 中 人 的 记 
得 记 豆 (s) , 则 称 为 第 ;个 局 中 人 的 赢得 函数 , 正 (s) 可 以 为 正 , 也 可 以 为 负 , 

由 局 中 人 、 策 略 集 和 赢得 函数 也 就 完全 确定 了 对 策 模 型 . 因此 ,局 中 人 策略 
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集 .赢得 函数 称 为 对 策 的 三 要 素 . 

(5) 对 策 的 分 类 

对 策 依据 不 同 的 原则 可 有 不 同 分 类 : 

根据 对 策 的 局 中 人 的 数目 可 分 为 二 人 对 策 和 多 人 对 策 ; 

多 人 对 策 可 分 为 结盟 对 策 和 不 结盟 对 策 ; 

根据 局 中 人 策略 集中 的 策略 数 可 分 为 有 限 对 策 和 无 限 对 策 ; 

根据 各 局 中 人 的 赢得 函数 的 代数 和 是 否 为 零 可 分 为 零 和 对 策 和 非 零 和 
对 策 ; 

根据 策略 与 时 间 的 关系 可 分 为 静态 对 策 和 动态 对 策 ; 

根据 对 策 的 数学 模型 的 类 型 可 分 矩阵 对 策 .连续 对 策 、 微 分 对 策 .阵地 对 策 、 


随机 对 策 等 . 
1S.2 ”和 矩阵 对 策 的 概念 和 理论 


1S.2. 工 矩阵 对 策 的 基本 概念 


如 果 在 一 局 对 策 中 包含 有 两 个 局 中 人 ,二 局 中 人 都 只 有 有 限 个 策略 可 供 选 
择 ,在任 一 个 局 势 下 ,两 个 局 中 人 的 赢得 之 和 总 是 等 于 0, 则 称 此 对 策 为 矩阵 对 
策 , 又 称 为 二 人 有 限 零 和 对 策 . 

1 矩阵 对 策 的 模型 

如 果 用 工 `. 开 分 别 表示 两 局 中 人 ,局 中 人 工 有 闯 个 纯 策略 w ,as ，…，,anw， 局 
中 人 下 有 个 纯 策 略 B, ,8:,…,B,, 则 局 中 人 工 、 开 的 策略 集 分 别 为 8 = | ai， 
oo 3 = 88, ,8 当局 中 人 工 、 开 分 别 选择 纯 策 略 w ,B; 时 ,形成 
了 一 个 纯 局 势 (a,B)) E S=S xS3:, 则 对 任 一 个 (Bi) E $, 记 局 中 人 工 的 赢得 
值 为 cy, 即 局 中 人 工 赢得 值 为 -or(=1,2,…,mm7=1,2,…ma) , 故 有 


CI Qi Ci 
丽 C22 
Cnl Co2 ”Cnn 
称 为 局 中 人 虐 的 赢得 矩阵 (或 为 局 中 人 下 的 支付 矩阵 ) , 即 局 中 人 开 的 赢得 矩阵 


为 -4， 

如 果 局 中 人 工 ` 工 的 策略 集 分 别 为 $, ,$: ,局 中 人 工 的 赢得 矩阵 为 和, 则 此 拢 
阵 对 策 就 可 以 确定 ,其 模型 记 为 C= | 工 ,I;S3,,S:;41 ,或 6G= 18S 3:341. 

2 最 优 策 略 

定义 15.1 设 C5= 13$ ,9 ;4 为 矩阵 对 策 ,S, = | aas， ,an ,3 = 1，， 
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DB ,=(aiy)。xn ' 如 果 等 陈 


成 立 , 记 Ye = ai .出 称 吧 = ci。 、 关 全 轩 双全 而 全 局 产 ,D，) 
为 对 策 6 在 纯 策 略 下 的 解 ,ai， 与 B 分 别称 为 局 中 人 工 与 蕊 的 最 优 纯 策 了 略 . 

定理 15.1( G 有 解 的 充 要 条 件 ) ”和 矩阵 对 策 C = 1S, ,3:;41 在 纯 策 略 意义 下 
有 解 的 充 要 条 件 是 :存在 纯 局 势 (ai. ,Bi. ) 使 得 对 一 切 计 = 1,2，…m 洒 =1 2 …， 
! 均 有 


例 15.1 求解 矩阵 对 策 


所 
必 
司 


其 中 4= 


解 ”根据 矩阵 4 有 表 15 -1 
表 15 -1 局 中 人 的 策略 及 赢得 值 























于 是 
max 到 0 三 四 maxay = 03! 二 < 江 

则 Fr =3, 对 策 C 的 解 为 oa ,8 , 即 分 别 是 局 中 人 工 、 开 的 最 优 纯 策 略 . 

由 定理 15. 1 和 例 15. 1 可 得 到 一 个 事实 :对 策 G 的 值 re = ci 是 矩阵 4 中 
oj 所 在 行 的 最 小 元 素 ,又 是 所 在 列 的 最 大 元 素 , 即 

0jv 委 0ioji 委 Qi 

3. 对 策 的 鞍点 

定义 15.2 ” 设 对 策 和 矩阵 为 4 = (ay)。, 如 果 存在 ( 广 )) 对 任意 (1<i< 
mm) 和 (1<j<n) 有 ao <oio 则 称 ( 记 ,)) 为 矩阵 4 = (or) 的 一 个 粮 


15. 2 矩阵 对 策 的 概念 和 理论 | 例 


点 (或 称 为 对 策 6 的 鞍点 ). 

由 此 可 将 定理 15. 1 叙述 为 :矩阵 对 策 6 在 纯 策 酷 意 义 下 有 解 r = ai 的 
充 要 条 件 是 存在 (i ,六 ) 为 6 的 一 个 鞍点 . 

对 策 壕 点 的 实际 意义 ;对策 的 值 re = ci 是 矩阵 4 中 第 姜 行 的 最 小 值 ,第 
广 列 的 最 大 值 ,( 广 ,六 ) 为 一 个 鞍点 ,相应 的 (o. ,Bi. ) 是 对 策 的 一 个 解 , 是 一 个 
平衡 局 势 , 即 对 策 的 赢得 等 于 对 策 的 值 . 也 就 是 说 当局 中 人 工 选择 最 优 策略 a,， 
时 ,局 中 人 工 偏离 其 最 优 策 略 6. , 则 局 中 人 工 的 赢得 会 增加 ,至 少 不 会 减少 , 即 
局 中 人 开 的 支付 会 增加 ,除非 他 选择 Bi. , 才 使 支付 最 少 . 

同样 的 ,当局 中 人 开 选 择 最 优 策略 Bj. 时 ,局 中 人 工 偏离 其 最 优 策略 ci, , 则 
局 中 人 工 的 赢得 会 减少 ,至 少 不 会 增加 , 即 局 中 人 开 的 支付 会 减少 ,除非 局 中 人 
I 选择 wi. , 才 使 赢得 尽 可 能 的 大 . 

在 矩阵 对 策 中 ,只 能 在 局 势 (ai. ,Bi. ) 下 , 才 是 双方 最 理智 的 选择 ,使 竞争 达 
到 一 个 平衡 状态 . 

4 矩阵 对 策 解 的 性 质 

无 差别 性 : 如 果 (au ,Bi ) 和 (as ,Bu) 都 是 对 策 G 的 解 , 则 cin = app 

可 交换 性 : 如 果 (as ,Bi ) 和 (as,pB;) 都 是 对 策 G 的 解 , 则 (a, ,6 ) 和 (oa，， 
B)) 也 是 C 的 解 . 

15. 2.2 ”和 矩阵 对 策 的 混合 策略 

对 于 和 矩阵 对 策 6 = { 3 ,S:;41 ,局 中 人 I 有 把 握 的 赢得 至 少 为 wm = maxminay， 
局 中 人 开 有 把 握 的 支付 至 多 为 ”> = minmaxay 实际 中 ,一般 情 况 ,<w ,特别 地 ， 
当 刀 = 妈 时 , 则 称 之 为 对 策 C 在 纯 策 略 意义 下 的 解 , 即 re = = 忆 . 即 双方 都 采 
取 了 最 理智 的 策略 ,为 6 的 一 个 平衡 解 , 局 中 人 工 的 所 得 正 是 局 中 人 下 的 所 失 ， 
实际 中 的 对 策 问题 未 必 都 是 如 此 ,对 局 中 人 工 来 讲 会 选择 策略 尽力 争取 得 到 更 
多 的 赢得 ,而 局 中 人 开会 采取 相应 的 策略 尽量 保证 最 小 的 支付 ,为 了 各 自 的 目 
的 ,局 中 人 工 所 有 可 能 的 策略 ui ,oa ,…，,ans 都 有 可 能 被 采用 ,而 且 有 一 定 的 随机 
性 ,局 中 人 开 相 应 可 能 采用 所 有 可 能 的 策略 B, ,B, ,…,B,, 与 之 相对 . 局 中 人 工 和 
开 在 自己 的 策略 集 $S 和 $。 中 采取 每 一 策略 都 有 一 定 的 可 能 性 , 即 按 一 定 的 概 
率 来 确定 相应 的 各 个 策略 , 则 构成 了 混合 策略 . 

1 混合 策略 

定义 15.3 ” 设 抢 阵 对 策 C = 1 SS;41,S = joyop man,S = 0， 
Bo,4=(o)wx 记 
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二 {> e 己 





力 己 0,1 生 和 mm， >》 人 
| 


则 称 S” 和 S7 分 别 为 局 中 人 工 和 工 的 混合 策略 集 ( 或 策略 集 ). 对 每 一 个 x < 
S$* 和 ?ES 分 别称 为 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 (或 策略 ).(z,y) 称 为 一 个 混 
合 局 势 (或 局 势 ). 并 称 


天 (xz,y) = xx 4y 二 》 asxiy 
1 7 


为 局 中 人 的 赢得 函数 . 于 是 ,构成 一 个 新 的 对 策 6G” = 1S" ,S ;有 , 则 称 C 为 C 
的 混合 扩充 . 

事实 上 ,对 任意 zx = (zi ,za，…,xn)” E 3 是 局 中 人 工 的 一 个 混合 策略 , 即 
意味 着 :局 中 人 工 以 概率 % 选用 策略 w ,对 任意 ?= (7 ,7 ，…, 加 ) E 3S* 是 局 
中 人 开 的 一 个 混合 策略 , 即 意味 着 :局 中 人 下 以 概率 % 选用 策略 B), 并 且 局 中 人 
I 的 赢得 为 c, 的 概率 为 xiy, 则 局 中 人 工 采用 混合 策略 * 的 期 望 赢得 为 忆 (z,y) 
=x 47, 且 希望 这 值 越 大 越 好 ,至 少 应 是 于 四 (xz,y)( 即 是 局 中 人 工 最 不 利 , 局 


中 人 开 最 有 利 的 情况 ). 局 中 人 工 应 选取 x E S/ 使 得 在 最 不 利 中 取 有 利 的 情 
形 , 即 保证 自己 的 赢得 不 少 于 wm 十 axmin E(xz,y) ,对 局 中 人 开 来 讲 也 力争 保证 


自己 的 所 失 ( 支 付 ) 至 多 是 加 = 巴 训 可 已 (zY,》) ,显然 可 有 全 和 肥 2， 


2 最 优 策 略 
定义 45.4 设 6" =18;" ,3S; ;BE 是 矩阵 对 策 C = | S, ,3S;4| 的 混合 扩充 ， 
如 果 


max min 玉 (xY,y) = min max 五 (xz,y)， 
xYES ES yES2 xxESP 


记 其 值 为 了 , 则 称 7。 为 对 策 6 的 值 ,相应 的 混合 局 势 (z ” ,?” ) 为 在 混合 策略 
意义 下 的 解 ,z* ,》 分 别称 为 局 中 人 工 和 开 的 最 优 混合 策略 (最 优 策 略 ) 
注 : 当局 中 人 工 取 纯 策略 wx 时 ,等 价 于 混合 策略 
X = (xx ES ，xi， = 人 
0, 天 下 ， 
即 纯 策略 是 混合 策略 的 特例 . 于 是 ,规定 C = | S,,$:;4} 与 C”= [Si ,S> ;| 不 
加 区 别 ,用 C= 18$,,S,;4}1 表 示 , 当 C 在 纯 策略 意义 下 的 解 不 存在 时 , 自然 认为 
是 混合 策略 意义 下 的 解 , 相 应 的 赢得 函数 为 马 (x,y) ,因此 可 得 混合 策略 意义 下 
有 解 的 充 要 条 件 . 
定理 1$.2 ”对策 C = ! $， ,3:;41 在 混合 策略 意义 下 有 解 的 充 要 条 件 是 存在 
xzesSr 和 7y ES 使 (z,) 为 (x,y) 的 一 个 鞍点 . 即 对 任意 x E Sr 和 
yE S: 有 


15.2 和 矩阵 对 策 的 概念 和 理论 | 登 
Ex ) 生 Er ) 三 开 (z ,7). 
1$. 2.3 ”矩阵 对 策 的 基本 定理 … 
设 当 局 中 人 工 取 纯 策略 a 时 , 则 相应 的 赢得 函数 为 已 (zy), 即 区 (zi,y) = 
咏 cr 当局 中 人 下 取 纯 策略 局 时 , 则 相应 的 赢得 函数 为 Ex, = arr 于 
是 


歼 (z,y) 至 到 名 oz 二 2 (于 oj) 二 和 2 ) 本 


同 理 BCxz,y) = 民 ( 蕊 ] 


定理 15.3 设 zeS es 则 (z… 六 ) 是 对 策 6 的 解 的 充 要 条 件 
是 :对 任意 ;=1,2,…,m 和 =1,2,…, 有 
(ii )< 生 ET ,)) 和 下， 
定理 15.4 设 z' ES ,ESy, 则 (z',》) 是 对 策 G 的 解 的 充 要 条 件 
是 :存在 数 " 使 得 x"”, 交 分 别 是 不 等 式 组 


》 omxi 0 (1 = 1,2…n)， > ai 和 (it = 1,2，…，,m) ， 
| ?1 
2 xi = 1， 人 记 扩 :1 
iT 了 = 上 
Xi 冀 0,1 = 1,2，…，,7 狼人 0 7 = 工 2，…) 
的 解 , 且 "= 矿 . 


定理 1$.5 ”对 任 一 矩阵 对 策 6 = 1 3,,$:;41 一 定 存在 混合 策略 意义 下 
的 解 . 

定义 1$.5 设 6C=183,$S;41,3 = aa an 3 = 18 0 4 
=(oi) ,如 果 对 任意 j) =1,2,…, 汉 有 av>ai, 则 称 局 中 人 工 的 纯 策 略 a, 优 超 于 
纯 策 略 ai. 

类 似 地 ,可 以 定义 局 中 人 工 的 纯 策略 B,, 优 超 于 B,. 

定理 15.6 设 cc=13,,S: ;4 ,如果 纯 策略 w 被 其 余 的 纯 策 略 az ,an 
中 之 一 所 优 超 , 由 C 可 得 一 个 新 的 抢 阵 对 策 C' = 1 ,S: ;4 小 ,其 中 3 = 
|aa ao 4 = (ay)oDbxnya=a=2,3，mj=1,2, aa), 则 有 

(1) Ye = 

(2) C“ 中 局 中 人 下 的 最 优 策略 就 是 在 5 中 的 最 优 策略 ; 

(3) 若 ( ,xz ,人 刀 ) 是 6 中 局 中 人 工 的 最 优 策 略 , 则 *”= (0,xz ， 
旭 ，… 坟 ) 是 在 6 中 的 最 优 策略 . 
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| 1s.3 ”和 矩阵 对 策 的 解法 


1S. 3.1 线性 方程 组 的 方法 


设 有 矩阵 对 策 C = | $, ,$,;4} ,由 定理 15.5 一 定 存在 混合 策略 意义 下 的 解 
(z" ,》 ) ,又 由 定理 15.4 得 (z",》”) 为 G 的 解 的 充 要 条 件 是 :存在 "使 二 ,六 
分 别 为 


》 ay < 人 (i=1),2,…，, 几 )， 
了 =1 


3 之 9 (7 三 1;,2,…, 有 ) ， 
=1 
和 
交 二 


三 1 ,7 过 0，,/ = 1 工 ,2，… 
的 解 , 且 ”= Ye. 而 且 可 以 证 明 : 当 *”>0,7” >0 时 , 则 x”,》 分 别 为 


辣 “m = 0)7 = 1 2，…，, 普 ， 

了 和 及 

Za = 1 01=1)2… 2 7 = 1 和 力 疡 0 = 工 2 
= 1 J=1 
的 解 . 


1S. 3.2 线性 规划 的 方法 


设 有 和 矩阵 对 策 6 = | S, ,8:;4} ,由 定理 15.2 可 以 证 明 , 求 C 在 混合 策略 意义 
下 的 解 等 价 于 求 两 个 相互 对 偶 的 线性 规划 问题 : 


min 27， 
2 asxi >mW (=12，…)， > ai 和 DG = 12，))， 
二 FE | 


(P)」 己 (D)1S， -1 
， 一 水 一 9 
之 权 工 ， 儿 了 
人 
二 人 二 


的 解 , 不 妨 设 > 0, 令 妈 = 卫 (=1,2，m) 和 = 二 CO=1,2， 和 m) 分 别 代入 
问题 (P) 和 (D) 中 ,线性 规划 问题 (P) 和 (D) 变 为 


15. 4 双 和 矩阵 对 策 | 代 


m 
和 下 理 
min z = ax， 加 / 
i=1 二 2 7 
< 


了 严 


》 os 21J = 1,2，…nm， 》 ay 生 1 = 1,2,… 7， 
《P ) 〈(D ) 


i=1 7=1 


Xi D0,I = 1,2，…) 孜 和 07 = 12，P， 


则 问题 (P' ) 和 (D"“) 是 也 是 相互 对 偶 的 线性 规划 问题 ,可 以 利用 单纯 形 法 求解 ， 
可 以 得 到 ”和 ]”, 通 过 反 变 换 x， = 和 2 =y) (GE=1,2，… 玫 洒 =1)2，…) 郊 ) ， 
即 可 得 到 xz” 和 了 "为 矩阵 对 策 的 解 和 对 策 的 值 Ye. 


站 1S.4 双 和 矩阵 对 策 


在 矩阵 对 策 中 ,局 中 人 I 的 所 得 就 是 局 中 人 工 的 所 失 ,对 策 结 果 可 用 一 个 抢 
阵 表示 . 而 在 非 零 和 的 对 策 中 就 不 同 了 , 若 局 中 人 工 选择 策略  E 5 ,而 局 中 人 
工 选择 策略 B E $: , 则 对 策 局 势 为 (ai,B;) E 3$, 相 应 的 局 中 人 工 的 赢得 为 cy，, 局 
中 人 工 的 赢得 不 再 是 - ay ,而 是 人 ， 即 对 策 结果 为 (ay，2). 这 种 对 策 通常 记 为 C 
= 13,,$;4,B1 ,其 中 4=(o), 呈 =( 人 的) 分别 是 局 中 人 工 和 开 的 赢得 矩阵 , 故 
称 为 二 人 有 限 非 零 和 对 策 ,或 双 和 矩阵 对 策 . 

在 非 零 和 和 矩阵 对 策 中 ,二 局 中 人 并 不 是 完全 对 立 的 , 即 局 中 人 工 的 所 得 不 再 
是 局 中 人 正 的 所 失 , 因 此 二 局 中 人 既 可 以 合作 ,也 可 以 不 合作 . 在 不 合作 时 ,假设 
二 局 中 人 之 间 不 能 互通 信息 ,也 没有 任何 形式 的 联合 或 协商 , 即 双方 是 直接 对 抗 
的 . 在 合作 的 时 候 , 对 策 双 方 则 可 能 有 共同 的 认识 ,譬如 ,双方 都 认为 某 种 结果 比 
其 他 的 结果 对 自己 有 利 . 下 面 分 两 种 情况 讨论 ， 


1S. 4.1 非 合 作 的 双 和 阵 对 策 


1 引 倒 

囚犯 难题 (20 世纪 50 年 代 , 德 雷 歇 (Dresher) 和 弗 拉 德 (Flood) ) : 

设 有 两 个 人 因 藏 被 盗 物 品 而 被 捕 , 现 分 别 关 押 受 审 . 二 人 都 明白 ,如 果 都 拒 
不 承认 , 现 有 的 证 据 不 足以 证 明 他 们 偷盗 ,而 只 能 以 窝 赃 罪 判处 一 年 监禁 ;两 人 
要 是 都 承认 了 将 各 判 9 年 ;但 如 果 一 人 招 认 而 另 一 人 拒 不 承认 ,那么 坦白 者 将 会 
从 宽 处 理 获得 释放 ,而 抗拒 者 从 严 被 判 10 年 . 这 两 个 囚犯 该 选择 什么 策略 ? 是 
坦白 交待 ,还 是 拒 不 承认 呢 ? 

假设 囚犯 I 与 工 的 第 一 个 策略 都 是 坦白 认罪 ,第 二 个 策略 则 是 拒 不 交待 ,以 
对 他 们 判处 监禁 的 年 数 表 示 他 们 的 赢得 , 则 他 们 的 赢得 算 阵 为 
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B， p， 
TI，afT(-9,-9) (0, -10) 
al (-100) (-1 -1) 上 上 

在 此 对 策 中 ,二 囚犯 是 隔离 受审 ,因此 ,他 们 不 能 合作 ,只 有 各 自 为 自己 的 前 
途 考 虑 ,总 是 被 监禁 的 年 数 越 少 越 好 , 故 他 们 的 最 优 策略 均 为 坦白 交待 , 且 对 策 
值 对 各 自 来 讲 为 >= -9, 但 实际 上 ( -9, -9) 对 二 人 来 说 都 不 是 最 好 的 , 相 比 之 
下 结果 ( -1, -1) 更 好 . 这 个 问题 之 所 以 称 为 难题 ,主要 体现 在 两 方面 : 

难题 (一 ) : 二 局 中 人 应 该 选 什 么 作为 目标 ? 他 们 作为 独立 的 个 体 ,同时 又 是 
集体 中 的 一 员 ,应 该 怎样 做 最 好 ? 即 在 个 体 的 合理 性 和 集体 的 合理 性 之 间 有 冲突 . 

难题 (二 ) : 把 这 个 问题 看 成 一 次 性 对 策 还 是 可 以 重复 进行 下 去 的 多 次 对 
策 ? 即 是 一 次 审讯 还 是 多 次 审讯 ? 若是 一 次 审讯 ,当然 是 坦白 好 ,因为 没有 理由 
相信 另 一 个 囚犯 会 为 你 着 想 . 但 是 , 若 可 重复 审讯 下 去 ,结果 就 会 不 同 了 

这 个 问题 也 用 于 模拟 各 类 带 有 冲突 性 的 问题 ,例如 裁军 .谈判 、 价 格 大 战 
等 等 , 

注 : 如 果 把 双 和 矩阵 对 策 分 解 为 两 个 矩阵 对 策 ,其 中 一 个 只 考虑 局 中 人 工 的 
赢得 , 另 一 个 只 考虑 局 中 人 开 的 赢得 , 则 这 两 个 对 策 总 是 有 解 的 . 各 自 按照 最 大 
最 小 原则 都 可 以 得 到 最 优 策略 ,其 对 策 值 分 别 为 w 和 ,但 当局 中 人 工 与 世 各 
以 理性 地 来 参加 对 策 时 ,对 策 的 结果 (w ,2 ) 不 一 定 是 最 佳 的 结果 . 上 面 的 例子 
也 说 明了 这 一 点 ,为 此 ,对 于 非 零 和 对 策 问 题 , 不 能 用 零 和 对 策 的 方法 来 求解 . 下 
面 引入 新 的 平衡 局 势 和 解 的 概念 . 

2. 纳什 (Nash) 平衡 点 

在 非 零 和 对 策 中 ,对 任意 的 = (zz mxzn) ES = (yy 
E S$, ,定义 





已 (xz,》) =x 4y = 


尼 (z,》) = xz By = 
分 别 表 示 局 中 人 工 和 开 的 赢得 函数 . 
定义 15.6 ”如 果 存 在 一 对 策略 Y” E Si,》”E 3$: 使 得 对 任意 x E 3 ,6E 
S: 都 有 
忆 (xzy ) 二 已 (zy )， 
已 (zy) 和 杞 (YXY 7 ) 
成 立 , 则 称 策 略 对 (z"” ,》” ) 为 对 策 的 一 个 平衡 点 ,或 称 纳什 {Nash ) 平衡 点 . 
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纳什 1951 年 证 明了 平衡 点 的 存在 性 定理 . 

定理 15.7(Nash) 任何 具有 有 限 个 纯 策 略 的 二 人 对 策 ( 包 括 零 和 对 策 与 
非 零 和 对 策 ) 至 少 存在 一 个 平衡 点 . 

纳什 定理 仅 说 明了 平衡 点 的 存在 性 ,并 没有 说 明 平衡 点 的 求解 方法 ,而 且 ， 
平衡 点 不 是 惟一 的 . 一 般 说 来 求解 平衡 点 是 困难 的 ,已 有 的 方法 计算 量 很 大 , 这 
一 问题 仍 是 需要 进一步 研究 的 问题 之 一 . 

3. 非 零 和 对 策 解 的 概念 

(1) 纳什 意义 下 的 解 

定义 15.7 ”如果 对 策 的 每 一 对 平衡 点 都 是 可 交换 的 , 即 若 (xi,) 与 (， 
见 ) 是 平衡 点 , 则 (zx, ,7 ) 与 (xs,》) 也 是 平衡 点 ,此 时 称 对 策 存在 纳什 意义 下 的 
解 . 其 解 就 是 所 有 可 交换 的 平衡 点 的 集合 . 

思考 题 ; 零 和 对 策 的 解 是 否 是 纳什 意义 下 的 解 ; 囚 犯 问题 是 否 存在 纳什 意 
义 下 的 解 ? 

(2) 严格 意义 下 的 解 

首先 给 出 (x; , 思 ) 优 超 (z ,yi) 的 概念 :如 果 

(zi)， 忆 (zy2) 懿 (Xi yi)， 
并 且 其 中 至 少 有 一 个 不 等 式 是 严格 成 立 的 , 则 称 (z:, 思 ) 优 超 (zi )， 

如 果 (x,y) 优 超 所 有 的 策略 对 ( 即 没有 优 超 于 (z,y) 的 策略 对 ) , 则 称 (x,y) 
是 帕 雷 托 (Pareto ) 最 优 策略 对 . 

定义 15.8 “如果 对 策 满 足下 列 条 件 ; 

@@ 在 帕 雷 托 最 优 策略 对 中 有 平衡 点 ; 

@) 所 有 帕 雷 托 最 优 平衡 点 都 是 可 交换 的 ,并 且 有 相同 的 赢得 . 

则 称 帕 雷 托 最 优 平 衡 点 的 集合 为 对 策 在 严格 意义 下 的 解 . 

对 于 囚犯 问题 :因为 策略 对 ((0,1) ,(0,1) ) 的 赢得 为 ( -1, -1), 它 优 超 于 
该 对 策 中 惟一 的 平衡 点 ((1,0) ,(1,0) ) ,但 由 于 ((0,1),(0,1) ) 不 是 平衡 点 ， 
所 以 囚犯 问题 没有 严格 意义 下 的 解 . 

(3) 完全 弱 意义 下 的 解 

基本 思想 : 利用 优 超 的 概念 来 减弱 上 述 严格 意义 下 的 解 的 定义 . 首先 根据 
局 中 人 工 的 赢得 ,从 $, 中 删 去 那些 针对 $, 却 又 被 其 他 策略 优 超 的 策略 ,并 把 和 
下 的 策略 记 为 S! ;然后 根据 局 中 人 开 的 赢得 从 3S: 中 删除 那些 针对 Si 却 又 被 优 
超 的 策略 ,把 剩 下 的 记 为 3. 如 此 继续 下 去 ,可 以 得 到 $1,S2;S1,S:;…, 直 到 没有 
可 删除 的 策略 为 止 , 记 最 后 得 到 的 策略 集 为 S! ,S2. 

定义 15.9 车 以 S7 ,S7 为 策略 集 的 简化 对 策 在 严格 意义 下 是 可 解 的 , 则 称 
以 $ ,$, 为 策略 集 的 对 策 在 完全 弱 意 义 下 是 可 解 的 . 而 且 简化 对 策 在 严格 意义 
下 的 解 的 集合 就 是 原来 对 策 的 解 的 集合 . 
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对 于 囚犯 问题 :9, = fo ,oa ,$S, = 18,,p8,} , 按 优 超 原则 可 简化 为 S! = 
[al1,S = 6 , 则 简化 对 策 为 C= 1S7 ,3 34, 下 1. 二 人 的 赢得 为 ( -9，-9) ,所 
以 平衡 点 为 (a ,B, ) , 故 简化 对 策 在 严格 意义 下 有 解 , 即 囚犯 问题 在 完全 弱 意 义 
下 有 解 ,其 解 为 (ai ,B, ) ,对 策 的 值 为 ( -9, -9). 

综 上 给 出 了 三 种 解 的 定义 ,共同 的 不 足 之 处 ,是 不 能 使 所 有 的 对 策 问题 在 同 
一 个 解 的 意义 下 都 有 解 . 实际 中 还 有 一 些 其 他 形式 的 解 的 定义 ,虽然 能 使 所 有 对 
策 问 题 可 解 ,但 平衡 点 的 数目 却 不 能 显著 减少 ,因而 使 计算 难度 不 减 , 这 些 仍 是 
需要 研究 的 课题 . 


1S. 4.2 ”合作 的 双 矩 阵 对策 


这 里 所 说 的 合作 是 指 在 对 策 之 前 ,二 人 就 对 策 问 题 的 协商 ,互通 信息 ,确定 
双方 的 联合 策略 , 即 一 致 同意 局 中 人 工 采 用 策略 x e Si ,局 中 人 下 采用 策略 
)? E $. 然而 ,这 种 协商 ( 即 合作 ) 应 该 对 双方 有 一 定 的 约束 作用 . 但 事实 上 , 实 
际 中 可 能 有 某 个 人 出 现 违约 的 情况 . 这 里 要 研究 的 问题 是 : 当 二 局 中 人 能 够 合作 
时 ,他 们 可 能 采取 什么 策略 ? 这 只 要 确定 赢得 区 域 . 

在 双 矩 阵 对 策 中 ,因为 双方 的 赢得 函数 为 


局 (x,y) = 记 名 “xi 和 有 (xz,y) = 当 富 oo 


所 谓 的 赢得 区 域 就 是 双方 对 任意 的 x E $,,》E S: 所 有 可 能 的 赢得 值 , 即 已 , 忆 2 
的 变化 区 域 . 

注意 这 样 一 个 事实 :合作 对 策 的 赢得 区 域 一 定 比 非 合 作 的 赢得 区 域 大 ,这 是 
因为 在 合作 对 策 中 ,可 以 采用 联合 的 随机 策略 ,所 有 可 能 的 策略 要 比 非 合 作 的 策 
略 多 得 多 . 例如 :如 果 非 合作 对 策 的 赢得 为 (m ,2 ) 与 (加 ,2 ) ,那么 在 合作 的 情 
况 下 ,以 概率 A 采用 赢得 为 (u ,2 ) 的 策略 ,以 概率 1 - ^ 采用 赢得 为 ( 迪 ,za) 的 
策略 ,于 是 双方 的 期 望 赢得 为 

A(zm) +(1-A)(zzz). 


由 此 可 知 ,合作 对 策 的 赢得 区 域 R 是 非 合作 对 策 赢得 区 域 的 凸 闭 包 , 即 把 端点 
在 非 合作 对 策 赢得 区 域内 的 所 有 线段 都 包含 在 内 的 最 小 闭 区 域 R. 其 顶点 是 双 
方 都 采用 纯 策略 时 的 赢得 值 , 但 并 非 是 所 有 纯 策略 对 的 赢得 都 必定 在 R 的 顶点 
上 , 即 也 可 能 在 R 内 部 . 据 此 ,可 以 很 容易 确定 出 赢得 区 域 忌 

更 一 般 的 问题 需要 研究 纳什 谈判 集 和 纳什 谈判 定理 ,从 而 可 求 出 纳什 谈 
判 解 局 
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| 1S.5 玫瑰 有 约 问 题 


1S.5.1 问题 的 提出 


目前 ,许多 城市 大 龄 青年 的 婚姻 问题 已 引起 了 妇联 、 工 会 和 社会 团体 组 织 
关注 . 某 单位 现 有 20 对 大 龄 青年 男女 ,每 个 人 的 基本 条 件 都 不 相同 ,如 外 瑶 、 性 
格 ` 气 质 . 事 业 、 财 富 等 . 每 项 条 件 通常 可 以 分 为 五 个 等 级 A.B、\C、D、 工 ,如 外 狐 、 
性 格 ` 气质、 事业 可 分 为 很 好 、 好 、 较 好 、 一 般 、 差 ;财富 可 分 为 很 多 、 多 、 较 多 、 一 
般 、 少 . 每 个 人 的 择偶 条 件 也 不 尽 相同 , 即 对 每 项 基本 条 件 的 要 求 是 不 同 的 . 该 单 
位 拟 根据 他 (她 ) 们 的 年 龄 .基本 条 件 和 要 求 条 件 进行 牵线 搭桥. 下 面 给 出 20 对 
大 龄 青年 男女 的 年 龄 .五 项 基本 条 件 和 要 求 条 件 ( 如 表 15 -2 和 表 15 -3). 一 般 
认为 , 男 青年 至 多 比 女 青 年 大 5 岁 ,或 女 青年 至 多 比 男 青年 大 2 岁 , 并 且 要 至 少 
满足 个 人 要 求 5 项 条 件 中 的 2 项 , 才 有 可 能 配对 成 功 . 该 单位 希望 根据 每 个 人 的 
情况 和 要 求 ,建立 数学 模型 解决 下 列 问题 : 

(1) 在 尽量 满足 个 人 要 求 的 条 件 下 ,给 出 一 种 最 佳 的 配对 方案 ,并 使 得 配对 
成 功率 尽 可 能 的 高 ; 

(2) 给 出 一 种 20 对 男女 青年 可 同时 配对 的 最 佳 方案 ,使 得 全 部 配对 成 功 的 
可 能 性 最 大 ; 

(3) 如 果 20 对 男女 青年 双方 都 相互 了 解 了 对 方 的 条 件 和 要 求 ,让 每 个 人 做 
出 一 次 选择 ,只 有 当 男 女 双 方 相互 选中 对 方 时 才 认 为 能 够 配对 成 功 ,每 人 只 有 一 
次 选择 机 会 . 请 问 20 对 男女 青年 应 该 如 何 选择 ,使 得 自己 配对 成 功 的 可 能 性 最 
大 ? 按 你 的 选择 方案 最 多 能 配对 成 功 多 少 对 ? 


1S. 5.2 问题 的 分 析 


该 问题 是 现实 生活 中 的 实际 问题 ,主要 就 是 确定 合理 配对 方案 ,使 得 在 尽量 
满足 个 人 要 求 的 条 件 下 ,使 配对 成 功率 尽 可 能 高 . 由 于 每 个 人 的 基本 条 件 和 要 求 
都 是 给 定 的 ,双方 彼此 是 知道 的 ,而 且 相 互 之 间 有 很 大 的 差异 ,如 果 完 全 按照 要 
求 条 件 来 组 合 配对 , 则 其 成 功 的 可 能 性 是 很 小 的 . 一 对 青年 男女 能 否 配 对 成 功 ， 
主要 是 取决 于 相互 之 间 的 好 感 的 程度 一 一 满意 度 ” ,单方 面 的 高 满意 度 也 不 一 
定 能 配对 成 功 . 任意 一 对 男女 的 配对 可 以 看 成 一 个 随机 事件 , 按 某 一 概率 可 能 配 
对 成 功 ,或 不 成 功 . 在 这 里 双方 的 满意 度 主要 反映 出 了 一 个 人 对 另 一 个 人 的 客观 
和 主观 的 看 法 ,因此 ,满意 度 的 定义 成 为 解决 问题 的 一 个 关键 

所 谓 的 ”成 功率 ” ,就 是 男女 双方 最 终 配 对 成 功 的 概率 . 实际 上 ,可 以 用 他 们 相 
互 之 间 的 满意 度 来 间接 刻画 . 相互 的 满意 度 越 高 ,双方 配对 成 功 的 概率 就 越 大 
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表 15 -2 男 青年 的 基本 条 件 和 要 求 条 件 
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表 1S -3 女 青 年 的 基本 条 件 和 要 求 条 件 































































































基本 条 件 要 求 条 件 
女 青 年 | 全 
外 魏 | 性 格 | 气质 | 事业 | 财富 | 年 龄 | 外 瑶 | 性 格 | 气质 | 事业 | 财富 
忆 : A | ec |ac | 坊 28 Al|B|A|D 
C， B A B A 25 B B | 这 B 
GC， CBA |E 26 Alc|laBa lc 
GC， 和 站 B | 8B 国 衣 C 27 Al|B|1B 1|A 
Ci B|D|c|E 25 B C | 洒 
C。 A 下 | B | <C A|B|B8 |c 
6， D| clB | A B|A| AI|Cc 
Ci Al|B|A|E AlB|A | 3B 
G， AAAI|C B|B|B | A 
6 Bl| clD1|B Bl| AAAIC 
GC， A|B|B | B | A|B |c 
C， B |E|Cc|E A | B 人 E 
Ci | Ac1|1B Al|B|lc |1c 
C， B | B | A Al AI|B |D 
Ci， CBA |A AlB|B8 | 3B 
CC B | Ac|1Dp Al|B|B | A 
Ci Al E|1E1|D Al|D|A | CC 
6 Al Ai|B | Al|B1| Ac 
Cn B A | cl|ac B|B | AI|A 
0 D|B | AI|Cc B|A1|B|1B 


注 : 表 中 的 要 求 条 件 一 般 是 指 不 低 于 所 给 的 条 件 
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对 于 问题 (1) ,要 使 配对 成 功率 尽 可 能 的 高 ,也 就 是 给 出 一 种 方案 ,使 得 20 
对 男女 的 配对 后 的 满意 度 之 和 最 高 . 

对 于 问题 (2) ,要 使 20 对 男女 青年 同时 配对 ,使 得 全 部 同时 配对 成 功 的 可 
能 性 (概率 ) 最 大 . 

对 于 问题 (3 ) ,因为 每 个 人 只 能 选择 一 次 ,能 否 配对 成 功 主要 取决 于 双方 是 
和 否 选 中 对 方 , 即 要 看 双方 彼此 的 满意 度 如 何 . 实际 中 ,假如 一 个 男 青年 Bi(1<i 和 
20 ) 对 一 个 女 青年 6(1<7j<20) 的 满意 度 最 高 ,但 6 对 有 的 满意 度 不 一 定 最 
高 , 即 若 B; 选择 C ,但 6 不 一 定 选择 B;. 因此 ,有 与 5 不 一 定 能 配 成 对 ,反之 亦 
然 . 现在 的 问题 是 谁 选 谁 ,使 配对 成 功 的 可 能 性 最 大 呢 ? 这 个 问题 实际 上 是 男女 
双方 在 彼此 基本 了 解 的 情况 下 ,在 保证 自己 一 定 满意 度 的 条 件 下 做 出 自己 的 选 
择 , 也 需要 猜测 对 方 会 做 出 什么 的 选择 . 因此 ,这 个 问题 可 以 转化 为 男女 双方 的 
对 策 问题 , 即 转化 为 求 男 女 双方 的 非 零 和 对 策 的 纳什 平衡 点 的 问题 , 


1S. 5.3 ”模型 的 假设 与 符号 说 明 


1， 模 型 的 假设 

(1) 题目 所 给 出 的 男女 青年 的 评价 是 客观 真实 的 ; 

(2) 每 个 人 在 选择 对 方 时 都 是 理智 的 ; 

(3) 五 项 条 件 在 选择 对 方 时 所 起 的 作用 是 均等 的 . 

2 符号 的 约定 

B; 与 6) 分 别 表示 男 青年 与 女 青年 ,*r 表 示 第 i 个 男 青年 与 第 7 个 女 青年 配 
对 时 取 值 1 ,否则 取 值 0;ax "与 cx 分别 表 示 第 守 个 女 青年 与 男 青年 的 第 上 项 基 
本 条 件 的 量化 指标 ;bx "与 be "分别 表 示 第 守 个 女 青年 与 男 青年 的 第 上 项 要 求 条 
件 的 量化 指标 ;S;”() 表示 第 守 个 女 青年 对 第 /7 个 男 青年 的 第 上 项 条 件 的 满意 
度 ;S9 (如 ) 表 示 第 站 个 男 青年 对 第 j 个 女 青年 的 第 上 项 条 件 的 满意 度 ;Sy "表示 
第 ;个 女 青年 对 第 /个 男 青年 的 综合 满意 度 ;Sy” 表示 第 ;i 个 男 青年 对 第 7 个 女 青 
年 的 综合 满意 度 ;SS; 表 示 第 守 个 男 青年 与 第 7 个 女 青 年 的 综合 相互 满意 度 ; 户 表 
示 第 守 个 男 青年 与 第 7 个 女 青 年 配对 成 功 的 概率 ;Pr 表示 所 给 方案 的 使 配对 成 
功 的 总 概率 ;4 = (SS ) zx, 刀 =(SS; )2oxz 表 示 所 有 男 青年 , 女 青 年 对 异性 青 
年 的 满意 度 矩 阵 ;d 表示 男 ( 女 ) 青 年 的 要 求 条 件 等 级 距离 最 高 等 级 A 的 档 数 ; 
表示 男 ( 女 ) 青 年 的 基本 条 件 等 级 高 出 对 方 所 要 求 条 件 等 级 的 档 数 . 其 中 关 = 1， 
2,…,20jj =1,2,…,20;K=1,2,…,. 


1$. 5$.4 ”模型 的 准备 


1 条 件 的 量化 处 理 
对 于 每 个 人 的 外 瑶 、 性 格 ` 气 质 . 事 业 和 财富 五 项 条 件 的 5 个 等 级 A,B,C,D 
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和 王 分 别 作 量化 处 理 ,根据 层 次 分 析 中 关于 条 件 等 级 差 的 度量 标准 ,对 A,B,(， 
D,E 分 别 赋 权 值 为 9,7,5,3,1. 于 是 根据 表 15 -2 和 表 15 -3 可 以 得 到 男女 青 
年 的 基本 条 件 量 化 矩阵 和 要 求 条 件 量化 抢 阵 (或 称 权 值 矩阵 ) 分 别 记 为 


人 (ao )205 4 一 《 斌 让 2 
(15. 1) 


媚 ') = ( 盏 名 ) 205 , 吾 ， 一 (8 各) 20x5， 


2， 条 件 过 滤 

由 于 问题 是 明确 要 求 * 男 青年 的 年 龄 至 多 比 女 青年 大 5 岁 , 而 女 青年 的 年 
龄 至 多 比 男 青年 大 2 岁 ” ,以 及 “至 少 满足 个 人 要 求 5 项 条 件 中 的 2 项 .在 20 
对 男女 青年 中 所 有 可 能 的 配对 中 ,首先 应 将 不 满足 这 些 基 本 条 件 的 情况 过 滤 掉 . 
由 (15. 1) 式 用 Matlab 编程 进行 过 滤 可 以 过 滤 掉 58 对 组 合 . 

3. 满意 度 的 确定 

(1) 对 单项 条 件 的 满意 度 

要 确定 6; 对 呈 的 第 4(1<:yJ<20,1 和 8<5) 项 条 件 的 满意 度 . 首先 要 注意 
到 两 个 事实 :其 一 ,如 果 B, 的 基本 条 件 co) 比 6; 的 要 求 条 件 砍 ) 差 的 越 多 , 则 G 
对 ;的 第 大 项 条 件 的 满意 度 S” ( 丰 ) 就 越 小 ,反之 亦 然 . 也 就 是 说 ,如 果 一 方 的 
实际 条 件 比 对 方 期 望 (要 求 ) 的 条 件 差 距 越 大 , 则 对 方 对 另 一 方 失 望 就 越 大 , 即 
满意 度 就 越 小 . 其 二 ,如果 忆 的 基本 条 件 e 凡 比 G; 的 要 求 条 件 凡 " 高 , 则 G) 对 
B, 的 第 天 项 条 件 的 满意 度 8 (#) 就 会 增加 ,但 增加 不 会 太 多 . 即 当 一 方 的 实际 
条 件 高 于 对 方 期 望 ( 要 求 ) 的 条 件 时 , 则 对 方 对 另 一 方 的 好 感 ( 相 对 要 求 条 件 ) 增 
加 不 会 太 大 ， 

根据 上 面 的 两 个 事实 , 先 以 女 青 年 C 对 男 青年 妈 ; 的 第 大 项 条 件 的 满意 度 
Si (1) 为 例 . 若 有 的 实际 条 件 比 G; 的 要 求 差 ,那么 6; 对 B8; 该 项 指标 的 满意 度 
将 迅速 减 小 , 减 小 的 速度 一 般 会 与 6; 的 要 求 条 件 相差 的 档 数 有 关 , 二 者 会 成 一 
定 的 比例 关系 . 当 瑟 , 的 实际 条 件 比 6 的 要 求 条 件 差 得 很 大 (例如 ,三 个 档次 以 
上 ) 时 , 则 认为 C 对 8" 失去 信心 ”, 即 满意 度 为 0. 若 中 的 实际 条 件 比 Ci 的 要 
求 条 件 还 要 好 ,那么 C 对 呈 的 这 项 条 件 的 满意 度 会 略 有 增加 ,但 增加 的 不 会 
太 大 . 

根据 实际 情况 ,一 般 认 为 如 果 男 青年 8, 的 条 件 达 到 女 青 年 C 的 要 求 条 件 
时 ,那么 ,C; 会 以 90 儿 的 可 能 接受 中 ,此 时 即 可 以 认为 6 对 吾 的 第 上 项 条 件 的 
满意 度 S9" (4) =0. 9. 

下 面 首 先 给 出 C6, 对 B, 的 第 大 项 条 件 的 满意 度 S”  () 的 定义 : 
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0.9 + oa > 0 ， 


(D 
Cik (1) (0) (0) (1) 

和 全 7 ,az < or 上 且 用 一 oz <3， 
拓 


we ij = 1,2，,20; 


碟 三 于 这 5 





0:a 岂 < 8 县 ba 3 
(15.2) 
如 果 6; 的 第 于 项 条 件 的 要 求 为 C, 则 根据 忌 的 第 大 项 条 件 的 不 同情 况 , C 
对 卫 ; 的 第 上 项 条 件 的 满意 度 S5 (FE) 的 取 值 如 图 15 - |. 









站 ES 


1 

1 

1 

1 

1 1 

1 1 

1 不 

O 妞 万 


1 
| 人 


图 15 -1 G) 的 要 求 为 C 时 ,G) 对 8 的 满意 度 
同 理 定义 B; 对 6; 的 第 夺 项 条 件 的 满意 度 3 (和 妇 如 下 : 





0.9 + at > 8， 
SS (有 ) = ai ij) = 1,2,…,20; 
0.9. 共 ,el < 60 上 且 0 -oo <3| 下 小 
8 站 上 = 1,2,…,5 
0, ao < 且 b -ao >3 
(15.3) 


〈2) 综合 满意 度 

一 对 男女 青年 相互 之 间 的 综合 满意 度 主要 取决 于 对 对 方 的 各 项 条 件 的 满意 
度 SO (有 和 SO (ED) (1<ij<20 和 =1,2，…,5)， 

由 假设 ,可 以 定义 男 青年 B; 对 女 青年 C; 的 综合 满意 度 为 

和 ij) = 1,2,…,20; 
8 = 王 写 5 (有 和 ) (15. 4) 
由 (15.1),(15.3),(15.4) 式 计算 可 得 到 结果 ，. 
同 理 ,定义 女 青 年 C, 对 男 青年 有 8, 的 综合 满意 度 为 


15. 5 ”玫瑰 有 约 问题 | 鲍 
站 ij) = 1,2,…,20; 
| | 三 了 ) 
由 (15.1) ,(15.4) ,(15.6) 式 可 以 计算 出 结果 ， 
(3) 相互 满意 度 
男 青年 B, 与 女 青 年 C; 的 相互 满意 度 定义 为 
ss， - 人 当 有 与 G) 满足 可 能 配对 的 条 件 时 ， 
0， 当 B 与 C; 不 满足 可 能 配对 的 条 件 时 . 
经 过 计算 可 得 到 男女 青年 相互 之 间 的 满意 度 . 


45. 5. 5 ”模型 的 建立 与 求解 


问题 (1) : 根据 问题 的 要 求 , 欲 使 得 在 尽量 满足 个 人 要 求 的 条 件 下 ,使 配对 
成 功率 尽 可 能 的 高 . 事实 上 ,我 们 可 以 用 20 对 男女 青年 的 满意 度 指 标 SS = 
1,2,…,20) 之 和 来 刻画 总 的 配对 成 功 的 成 功率 Pr ,于 是 我 们 将 问题 归结 为 所 有 


20 对 男女 青年 如 何 配对 能 使 得 放 SSuwy 有 最 大 值 , 即 问题 的 模型 为 


20 20 


max z = >》 >》 SSuzi， 
z=1 J=1 


x，= 1,) = 1,2,…,20， 
之 (15.6) 


(15.5) 


虹 
1]m = 1i=1,2,…,20， 


xz = 0, 或 1 (ij = 1,2,…,20). 
这 是 一 个 0 -1 规划 问题 ,用 匈牙利 方法 (或 LINCO 软件 ) 求 解 可 得 最 优 配 
对 方案 如 表 15 -4. 最 优 值 (总 满意 度 ) 为 z=16.751 32. 
表 15 -4 问题 (1) 的 最 优 配对 方案 






本 
有 有 尖 区 汉 配 天 到 到 用 汪 于 提 
0.909 5|10.887 4|0.8016|10.893 010.777710.834 910.836 0|0.646 5|0.932 7 


| 这 [| 说 | 和 | 二 | 二 | 
: 
0.822 410.75$6 8 10.929 910.867 410.779 610.897 210.907 510.878 4 


问题 (2) : 要 使 20 对 男女 青年 同时 配对 ,使 得 全 部 配对 成 功 的 可 能 性 最 大 . 
记 20 对 男女 青年 可 同时 配对 成 功 的 概率 为 已 = [P，, 即 问题 为 求 























Co 




















0.829 6 0.713 3 
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max 已 = 工 


由 于 Pi < SS , 则 问题 等 价 于 求 一 个 20 对 男女 青年 同时 配对 的 方案 使 目标 
函数 


max 2z = 工 TI ss,w， 


i=T 了 =1 


有 最 大 值 ,其 约束 条 件 与 (15. 6) 式 相同 . 
令 Cy =jn(8Sy) ,考虑 相应 的 目标 函数 


20 ”20 


max Z = 》， >》 Cixi 


;1 7=1 


约束 条 件 不 变 , 同 理 求 解 可 得 最 优 的 配对 方案 如 表 15 -5, 其 最 优 值 为 z= 
0.019 7. 


表 15 -5 问题 (2) 的 最 优 配 对 方案 





























0.843 5|0.733 9 0.807 510.837 9|10.850 1 0.853 2|0.725 9 


问题 (3) : 根据 问题 的 分 析 可 以 建立 该 问题 的 对 策 模型 . 
假设 有 两 个 虚拟 的 局 中 人 , 男 青年 和 女 青 年 工 ,其 策略 集 分 别 为 
S = 1B8|i=1)2,…,201; 3 = 1c17 =1,2， 20 
指标 集 为 
7= 人 =12…,201; J= 17 =1,2,…,201. 

局 中 人 工 和 局 中 人 开采 用 纯 策略 B, 和 Ci 的 赢得 分 别 为 下 对 Ci 的 满意 度 
SS 和 C 对 B, 的 满意 度 SS (i7 = 1,2,…,20) ,于 是 可 以 得 到 二 局 中 人 的 赢 
得 矩阵 分 别 为 4= (SS ) xz 和 召 =(3SS9 )zxz. 因此 ,我 们 可 以 构造 出 了 一 个 
“二 人 非 零 和 双抢 阵 对 策 模型 

了 = (3S,S,;4,). 

按照 每 个 人 的 条 件 量 化 的 原则 ,对 于 每 个 人 来 说 ,自己 在 每 个 异性 心目 中 的 
地 位 满意 度 的 大 小 都 是 可 以 估算 出 来 的 , 即 对 策 双方 的 赢得 矩阵 是 已 知 的 . 
对 策 双方 不 应 该 追求 自己 的 最 高 赢得 ,要 保证 配对 成 功率 ,只 有 选择 对 策 双 方 都 
能 接受 的 策略 , 即 确保 男女 双方 相互 选中 对 方 , 才 是 最 理智 的 行为 . 于 是 ,根据 假 
设 (2) ,问题 就 是 求 对 策 和 卫 = (3 ,$:;4 , 吾 ) 的 纳什 平衡 点 的 问题 了 . 
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所 谓 的 纳什 平衡 点 :在 对 策 卫 =(3$,,$: ;4,B),4=(o), 吾 =(b) 中 , 若 有 
策略 对 (B,. ,Ci,)E SxS,, 即 ( 广 , 广 )E7TxyJ, 使 得 
合 和 0 人 了， 
Di 么 piJE 
则 称 ( 广 ,六 ) 为 对 策 卫 =(S,,$:;4, 刀 ) (在 纯 策 略 意义 下 ) 的 一 个 非 合 作 的 平衡 
点 (或 纳什 平衡 点 ). 

在 这 里 我 们 就 是 求 对 策 且 = (3,,$:;4, 刀 ) ,S = 1B; 11=1,2,…，,20} ,3S: = 
1617=1,2…,201,4=(SS 和 ) va 如 =(SS  )2xa 的 纳什 平衡 点 ( 广 ,六 ) , 即 
意味 着 男 青年 B,. 和 女 青年 C. (1 和 六 大 20) 配 对 成 功 . 

按照 (15.7) 式 所 确定 的 算法 ,分 部 求 平衡 点 ,直到 没有 纯 策略 意义 下 的 
平衡 点 为 止 . 编程 实现 求解 ,可 以 得 到 最 佳 的 配对 成 功 为 10 对 ,具体 如 表 
15 - 6. 


(15.7) 


表 15 -6 问题 (13) 的 最 优 配对 方案 


司机 遇 区 到 有 二 号 省 下 到 区 到 区 到 到 清 可 到 
妇 
满意 度 |0.850 7|0.909 9|10.822 3|10.9327|10.887 510.917 5|10.845 910.897 2|10.907510.878 4 


1S.6 ”参考 案例 与 参考 文献 
1， 参 考 案例 


(1) 商品 价格 的 确定 问题 一 一 文献 [6] :192 一 207 

(2) 水 雷 战 问题 一 一 文献 [7] :215 一 219 

(3) 作战 问题 一 一 文献 [8 ] :227 一 235 

(4) 城市 污水 的 治理 问题 一 一 文献 [9] :235 一 238 

(5) 体育 比赛 中 的 队员 出 场 问 题 一 一 文献 [ 10] :127 一 132 

(6) 效益 的 合理 分 配 问 题 一 一 文献 [11] :179 一 180 

2 参考 文献 

[1]《 运 筹 学 》 教 材 编写 组 . 运筹 学 . 修订 版 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,1990 
[2] 杨 超 等 . 运筹 学 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004 

[3] 刘 德 铭 等 . 对 策 论 及 其 应 用 . 长 沙 : 国 防 科技 大 学 出 版 社 ,1995 

[4] 徐 前 方 等 . 对 策 论 . 杭州 :浙江 大 学 出 版 社 ,2001 

[5] 王建 华 . 对 策 论 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,1986 

[6] 叶 其 孝 . 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 辅导 教材 (一 ). 长 沙 :湖南 教育 出 版 
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[7] 谭 永 基 等 . 数学 模型 . 上 海 :复旦 大 学 出 版 社 ,1997 
[8] 杨 启 帆 等 . 数学 建 模 . 杭州 :浙江 大 学 出 版 社 ,1999 
[9] 白 其 峥 . 数学 建 模 案例 分 析 . 北京 :海洋 出 版 社 ,2000 
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[11] 刘 承 平 . 数学 建 模 方法 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2002 





随机 性 决策 分 析 方 法 





人 们 在 日 常生 活 和 工作 中 经 常会 遇 到 一 些 与 随机 因素 有 关 、 后 果 不 确定 ,而 
又 必须 做 出 判断 和 决定 的 问题 . 这 类 问题 称 为 随机 性 决策 问题 . 任何 一 个 随机 性 决 
策 问题 都 包含 两 个 方面 的 内 容 , 即 决策 人 所 采取 的 行动 方案 (简称 决策 ) 和 问题 的 
自然 状态 (简称 状态 ) ,而 且 具 有 两 个 基本 特点 :后果 的 不 确定 性 和 后 果 的 效用 . 

所 谓 后 果 的 不 确定 性 ,主要 是 由 于 问题 的 随机 性 ,使 得 问题 会 出 现 什 么 状态 
是 不 确定 的 ,所 以 决策 人 做 出 某 种 决策 以 后 会 出 现 何 种 后 果 也 是 不 确定 的 . 而 效 
用 是 后 果 价 值 的 量化 ,由 于 不 确定 性 ,无 论 决策 人 采用 什么 决策 ,都 可 能 会 遇 到 
事先 不 能 完全 预料 的 后 果 ,这 要 承担 一 定 的 风险 ,不同 的 决策 人 对 待 冒 风险 的 态 
度 会 不 同 . 因而 ,同样 的 后 果 对 不 同 的 决策 人 产生 的 效用 也 会 不 同 . 即使 在 没有 
风险 的 情况 下 ,不 同 的 决策 人 对 待 各 种 后 果 也 有 不 同 的 偏好 ,为 此 ,在 进行 定量 
分 析 之 前 ,就 应 该 确定 出 所 有 后 果 的 效用 . 只 有 这 样 , 人 们 才能 比较 各 种 决策 的 
优 劣 ,根据 自己 的 喜好 来 选择 最 佳 的 决策 方案 . 

在 决策 分 析 中 ,后果 的 不 确定 性 和 对 于 后 果 赋 予 的 效用 是 两 个 关键 性 的 问 
题 . 为 此 ,对 于 状态 的 不 确定 性 主要 用 主观 概率 来 表示 ,而 后 果 的 效用 则 用 效用 


理论 来 研究 . 
16.1 随机 性 决策 问题 的 基本 概念 


16.1.1 主观 概率 


随机 性 决策 问题 的 后 果 的 不 确定 性 ,主要 是 由 状态 的 不 确定 性 所 引起 的 . 状 
态 的 不 确定 性 ,往往 不 能 通过 在 相同 条 件 下 的 大 量 重复 试验 来 确定 其 概率 分 布 ， 
只 能 由 决策 人 主观 地 做 出 估计 ,因此 称 为 主观 概率 , 它 与 实际 的 概率 (此 称 客观 
概率 ) 是 有 区 别 的 . 

主观 概率 是 决策 人 进行 决策 分 析 的 依据 ,虽然 它 与 客观 概率 有 本 质 的 区 别 ， 
但 在 定义 概率 方面 有 不 同 之 处 ,同样 遵循 客观 概率 应 该 遵循 的 若干 假设 、 公 理 和 
性 质 等 ,因此 ,适用 于 客观 概率 的 所 有 的 逻辑 推理 方法 均 适 用 于 主观 概率 . 这 里 
仅 给 出 主观 概率 所 服从 的 基本 假设 (或 称 公理 系统 ) : 
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(1) 设 2 为 一 非 空 集 合 , 其 元 素 可 以 是 某 种 试验 或 观察 的 结果 ,也 可 以 是 
自然 的 状态 . 将 这 些 元 素 记 作 抽象 的 点 w, 因 而 有 人 2 = |o| 
(2) 设 正 是 纪 中 的 一 些 子 集 4 所 构成 的 集合 ,下 满足 下 列 条 件 : 
1)0C2E 了; 
2) 如 果 4ER, 则 4=QM ER 


3) 如 果 可 列 多 个 4, E Fn =1;,2,…, 则 它们 的 并 集 LU 4. = 丰 ， 


(3) 设 P(4)(4 Ee 忆 ) 是 定义 在 下 上 的 实 值 集 函 数 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 ， 
就 称 为 下 上 的 (主观 或 客观 ) 概 率 测 度 ,或 简称 概率 ,这些 条 件 是 
1 ) 对 于 每 个 4 E 下 有 0 和 P(4) 到 1; 
2) PCO2) =1i 
3) 如 果 可 列 多 个 4. E Fn=1,2,…),4n4= 纪 (zxj, 则 


P( U 4 = 并 PC4) 


这 里 称 点 w 为 基本 事件 ,下 中 的 集 4 称 为 事件 , 亚 是 全 体 事件 的 集合 ,P(4) 称 
为 事件 4 的 (主观 或 客观 ) 概率, 三 元 总 体 (2, 忆 ,P) 称 为 (主观 或 客观 ) 概 率 
空间 . 

设 定 主观 概率 的 方法 主要 有 :主观 先 验 分 布 法 、 无 信息 先 验 分 布 法 、 极 大 焙 
( 极 大 平均 信息 量 ) 先 验 分 布 法 和 利用 过 去 数据 设 定 先 验 分 布 法 等 “”， 


16. 1.2 ”效用 函数 


在 随机 性 决策 问题 中 ,后 果 的 不 确定 性 是 由 状态 的 不 确定 性 引起 的 . 所 以 ， 
在 研究 后 果 的 效用 时 要 充分 考虑 后 果 的 不 确定 性 . 

设 决策 人 在 选择 某 一 行动 时 ,决策 问题 可 能 的 ”个 后 果 为 C,,C:，…C,; 后 
果 C, 可 能 发 生 的 概率 分 别 为 P(i=1,2,…,n), 且 袜 P = 工 用 己 表 示 所 有 后 
果 的 概率 分 布 ,并 记 己 = (Pi,Ciipa,C:;…;pu,C,), 则 称 忆 为 展望 . 所 有 展望 构 
成 的 集合 记 为 厂 ,可 以 验证 巨 关 于 凸 线性 组 合 是 封闭 的 , 即 如果 已 ,PE 己 , 而 
且 0 友人 反 1, 则 有 

AP, +(1-A)P，E P 

对 于 任意 两 个 展望 P, ,P，E 已 ,都 存在 一 定 的 优先 关系 , 即 对 于 决策 人 可 以 
认为 已 优 于 已 ,或 忆 与 已 无 差异 ,或 P, 不 优 于 己 三 种 情况 ,将 这 三 种 关系 分 
别 记 为 P, >P,,P, ~ P, 和 已 > 忆 . 这 种 优先 关系 反映 了 决策 人 对 各 种 后 果 的 偏 
好 程度 . 
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定义 16.1 设 *(P) 是 定义 在 展望 P 上 的 实 值 函数 , 且 满足 
(1) 它 和 在 已 上 的 优先 关系 > 一 致 , 即 如 果 对 于 所 有 PP ,P,，E 已, 有 书 > 
忆 , , 当 且 仅 当 z(P)=z(P,); 
(2) 它 在 已 上 是 线性 的 , 即 如 果 已 ,P,，E 已, 而 且 0<A<1, 则 
z(AP, +(1-A)P,) = Az(P) +(L-A)u(P,)， 


那么 称 x( 已 ) 是 定义 在 展望 已 上 的 效用 函数 . 

如 果 已 = (PCCP ,CipyC) E 已 , 则 wx(P) 就 是 表示 以 概率 户 选 择 C， 
(=1,2,…,m) 的 期 望 效用 . 效用 是 决策 人 在 有 风险 的 情况 下 对 后 果 的 偏好 的 量 
化 ,因此 ,其 中 包含 有 决策 人 对 于 一 个 不 确定 事件 可 能 冒 风 险 的 态度 ,又 称 这 种 
效用 为 基数 效用 . 如 果 所 研究 的 事件 是 确定 的 事件 ,并 不 受 自 然 状 态 的 影响 ,类 
似 地 可 以 定义 一 个 效用 来 表示 决策 人 对 确定 事件 的 各 种 后 果 的 偏好 程度 . 对 于 
这 类 事件 ,决策 人 无 需 承担 风险 ,相应 的 效用 与 基数 效用 有 所 不 同 , 在 此 称 之 为 
序数 效用 . 

定义 16.2 设 工 为 所 有 确定 事件 的 后 果 * 的 集合 ,w(x) 是 定义 在 三 上 的 实 
值 函数 ,如 果 对 于 任意 的 mW ,xz E 下 有 zxi)2>u(xz), 当 上 且 仅 当 鸭 关 加 , 则 称 
u(x) 是 定义 在 不 上 的 序数 效用 函数 . 

基数 效用 和 序数 效用 的 主要 区 别 是 :基数 效用 在 正 线性 变换 下 是 惟一 的 ,而 
序数 效用 在 保 序 变换 下 是 惟一 的 . 

正 线性 变换 :z(P) = au(P) +B(a >0). 

保 序 变 换 :2(x) =Ku(x) ) ,对 任意 * E X,/ 为 严格 单调 增加 函数 . 


| 16.2 效用 函数 理论 


16. 2.1 效用 与 风险 的 关系 


实际 中 很 多 的 决策 问题 都 涉及 经 济 效益 ,对 于 这 类 问题 ,在 后 果 不 确定 的 情 
况 下 ,决策 人 的 决策 往往 是 效益 和 风险 并 存 . 但 对 不 同 的 决策 人 对 待 风险 的 态度 
一 般 是 不 同 的 ,通常 可 分 为 三 种 态度 , 即 厌恶 型 .中 立 型 和 喜好 型 ， 

假设 决策 人 面 对 一 种 风险 的 情况 有 1 2 的 机 会 得 不 到 任何 鼻 利 ,也 有 12 
的 机 会 一 利 2a 元 , 即 他 的 期 望 一 利 为 a 元 如 果 决 策 人 认为 家 此 风险 的 期 望 盘 
利 只 等 价 于 比 它 低 的 不 冒 风险 的 盈利 , 则 对 待 风 险 的 态度 为 厌恶 型 的 , 否则 对 待 
风险 的 态度 为 喜好 型 的 . 如 果 决 策 人 认为 这 和 不 冒 任何 风险 的 另 一 行为 僵 利 
4 元 等 价 , 则 对 待 风险 的 态度 是 中 立 型 的 . 这 三 种 不 同 的 态度 可 以 反映 在 效用 天 
数 上 就 是 四 (上 凸 ) 函数 ,线性 函数 和 凸 (下 凸 ) 函数 . 如 图 16 -| 
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图 16-1 三 种 不 同 的 效用 函数 曲线 
由 图 16 -1(a) 是 风险 厌恶 型 的 效用 函数 , 即 有 


sw(za) = 到 [a(a) + za)] < (于 > 二 )， 
由 图 16 - 1(b) 是 风险 中 立 型 的 效用 函数 , 即 有 

wa) = 本 [ua(m) +w(z)] = v[( 了 二 了 
由 图 16 -1(e) 是 风险 喜好 型 的 效用 函数 , 即 有 

0 半 [u(z) 于 下 这 s[( 生 二 衬 |， 


实际 中 ,很 多 的 情况 效用 枯 数 的 曲线 呈 $ 型 , 即 在 后 果 的 范围 内 ,决策 人 对 
待 风险 的 态度 往往 会 从 厌恶 风险 改变 为 喜好 风险 . 如 图 16 -2 

图 16 -2(a) 反 映 了 决策 人 的 财产 从 小 到 大 ,对 待 风 险 的 态度 从 喜好 到 厌 亚 
的 改变 . 图 16 -2(b) 反 映 了 决策 人 的 财产 随 着 从 损失 到 盘 利 的 增加 ,对 待 风 险 
的 态度 会 从 喜好 到 厌恶 的 变化 . 这 是 最 常用 的 效用 函数 . 
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&(x) 





(9) 
图 16-2 两 类 $S 型 效用 函数 曲线 


16. 2. 2 ”损失 函数 与 风险 函数 


有 的 时 候 不 用 效用 函数 ,而 是 用 损失 函数 来 做 决策 分 析 . 记 损 失 函 数 为 
1(x,a) , 它 表 示 一 个 决策 问题 当 状 态 为 x, 决 策 人 的 行动 为 ec 时 所 产生 的 后 果 使 
决策 人 所 受 的 损失 . 损失 函数 可 以 为 正 ,也 可 以 为 负 , 它 反映 决策 人 获得 的 利益 ，， 
后 果 效 用 愈 大 , 则 损失 愈 小 . 由 此 可 以 用 效用 函数 来 定义 损失 函数 , 即 令 


1(x,a) = 一 LOxya)， 
实际 中 ,在 有 些 问题 上 为 了 使 损失 函数 总 是 非 负 的 ,也 可 以 定义 损失 函数 为 
L(x,a) = sup suPL(x， CC) -2(xya). 


在 效用 理论 中 ,我 们 说 明了 期 望 效 用 能 够 合理 地 表示 在 风险 情况 下 决策 人 的 
偏好 ,因此 ,期望 损 失 也 必然 是 决策 人 在 风险 情况 下 遭受 损失 的 一 个 正确 测度 . 


16.2.3 随机 优势 与 效用 子 数 


随机 决策 分 析 是 在 一 定 的 条 件 下 ,用 期 望 效用 来 表示 一 个 随机 事件 效用 的 
一 种 方法 , 在 有 价 证 券 问题 的 研究 中 ,又 提出 另外 一 种 在 一 定 的 风险 情况 下 制订 
决策 的 方法 , 称 为 随机 优势 法 . 

假设 问题 的 效用 函数 为 &(x) ,其 自 变量 * 表示 财富 (为 一 随机 变量 ). 实际 
中 的 问题 总 是 有 * E[a,b] , 且 z(x) 在 [oa,b] 上 有 界 ,对 于 这 种 效用 函数 可 以 分 
为 以 下 几 类 ; 

1， 递 增 的 效用 函数 

实际 中 ,一 般 要 求 财富 的 效用 函数 xx) 是 x E[a,!] 的 非 递减 函数 , 即 意味 
着 当 财 富 增加 时 , 它 的 效用 总 不 会 减少 . 通常 是 随 着 * 的 增加 x(x) 是 严格 递增 
的 ,而 且 是 有 界 的 . 为 此 ,我们 假设 : 

(1) 对 于 任意 xi ,xs E[o,] , 当 x < 时 有 zx ) <2(Cx2)i 

(2) x(x) 在 [co,b] 上 连续 , 且 有 界 , 即 存在 内 >0 使 (xz) 大 Mi 

(3) zx(z) 在 [ae,b] 上 一 次 可 微 , 且 在 (ac,b) 内 有 0<z (xz) 三 1 
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记 此 类 效用 函数 为 Vi , 即 
= fu 和 必 在 [c,5] 上 连续 有 界 , 且 在 (cb) 内 > 0| 

这 种 类 型 的 效用 函数 仅 能 反映 出 财富 与 风险 的 关系 ,但 不 能 反映 出 决策 人 对 待 
风险 的 态度 . 因此 妃 中 既 可 包含 厌恶 的 效用 函数 ,也 可 包含 喜好 风险 和 风险 中 
立 的 效用 范 数 . 为 此 ,还 可 以 进一步 分 类 . 

2. 递增 的 四 效用 函数 

这 种 效用 函数 是 递增 的 , 故 设 xx(x*) E 忆 , 而 且 是 严格 凹 的 , 即 (4x) 在 
[a, 引 上 具有 二 阶 连 续 有 界 的 导数 记 为 

岂 =fzlzeEDzEcCcra,b], 且 在 (c,p) 内 迪 <01. 

实际 中 常用 的 忆 类 函数 有 

靠 函数 :v(x) = -xx Ela,b](c>0,a>0); 

对 数 函 数 :v(x) =inx,xElfa,bg]C(0O,+o ); 

指数 函数 :v(x) = -exzE[fac,+o)(c>0)， 

根据 风险 和 效用 的 关系 , 当 忆 , 必 存 在 , 且 忆 z 关 0 时 ,定义 对 待 风 险 态 度 的 局 
部 测度 为 
2 (X) 
UL (X%) 
即 r(x*) 是 效用 函数 x(x) 的 曲率 测度 . 可 以 证 明 :如果 r(*) >0, 则 决策 人 的 财产 
为 x 时 ,他 是 厌恶 风险 的 . 如 果 r(*) =0, 则 决策 人 的 财产 为 * 时 ,他 是 风险 中 立 
的 . 如 果 r(x) <0, 则 决策 人 的 财产 为 * 时 ,他 是 追求 风险 的 ,而 且 |r(*) | 愈 大 ， 
他 愈 厌 恶 (或 追求 ) 风险 . 

3. 递减 的 厌恶 风险 的 效用 函数 

实际 中 ,多 数 决策 人 对 小 额 盈 气 的 态度 是 随 着 财富 的 积累 而 变化 的 ,他 们 的 
财富 积累 愈 多 ,对 小 额 盈 亏 所 冒 风 险 的 厌恶 程度 愈 小 . 因此 ,我 们 假设 "(x) 是 > 
的 非 递增 的 函数 , 则 可 以 得 到 一 类 效用 函数 , 记 为 

已 =fulzeEr,rxz) 在 [cp] 上 连续 可 微 , 有 界 , 且 "(x*) 和 0|， 
即 0 是 Z 的 一 个 子 类 . 

由 于 当 (xz) 和 0 时 ,r(x) 是 非 递 增 的 . 要 使 ~"(x) 短 0, 即 
2 [7(z)] 


[wx)] 
=0. 因此 ,Vs 类 函数 存在 的 必要 条 件 是 zx 





r(%) = 一 


r" (xz) = 一 





< 0， 


(Ca 


也 





则 LE 一 (z) 达 0, 故 (YX) 2 


>0,x E(a,) ,但 不 是 充分 条 件 . 
上 面 给 出 了 适应 于 不 同情 况 的 效用 函数 的 基本 形式 ,实际 中 需要 依据 具体 
问题 的 性 质 ,来 选用 合适 的 效用 天 数 ,对 问题 进行 研究 . 
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‖16. 3 彩票 中 的 数学 问题 "5 


16.3.1 问题 的 提出 


目前 流行 的 彩票 主要 有 “传统 型 和 “ 乐 透 型 "两 种 类 型 . 
“传统 型 "采用 "10 选 6+1 方案 : 先 从 6 组 0~9 号 球 中 摇 出 6 个 基本 号 
码 , 每 组 摇 出 一 个 ,然后 从 0 ~4 号 球 中 播 出 一 个 特别 号 码 . 投注 者 从 0 ~9 十 个 
号 码 中 任 选 6 个 基本 号 码 (可 重复 ) ,从 0 ~4 中 选 一 个 特别 号 码 ,构成 一 注 , 根 
据 单 注 号 码 与 中 奖 号 码 相 符 的 个 数 多 少 及 顺序 确定 中 奖 等 级 . 以 中 奖 号 码 
“abcdef + g 为 例 说 明 中 奖 等 级 ,如 表 16 -1 
表 16 -1 传统 型 彩票 方案 的 设 奖 规则 


10 选 6+1(6+1710) 








中 奖 等 级 








基本 号码 特别 号 码 
一 等 奖 |abcdef 名 
二 等 奖 jabcdef 


abcde X 


选 7 中 (6+1) 
选 7 中 (6) 
选 7 中 《5) 






Xbcdef 














ERROR 
四 等 奖 jabedXX  XbcdeXx XXXcdef 选 7 中 (4) 
五 等 奖 |abeXXX XbcdXX XXedex XXXdef 选 7 中 (3) 








六 等 奖 | 由 XXXX xbeXXX XXxcdXxX XXXxdeXx XXXXxef 选 7 中 (2) 


注 : X 表 示 未 选中 的 号 码 


“ 乐 透 型 有 多 种 不 同 的 形式 ,比如 “33 选 7 的 方案 : 先 从 01 ~ 33 个 号 码 球 
中 一 个 一 个 地 播 出 7 个 基本 号 ,再 从 剩余 的 26 个 号 码 球 中 播 出 一 个 特别 号 码 . 
投注 者 从 01 ~33 个 号 码 中 任 选 7 个 组 成 一 注 ( 不 可 重复 ) ,根据 单 注 号 码 与 中 
奖 号 码 相 符 的 个 数 多 少 确定 相应 的 中 奖 等 级 ,不 考虑 号 码 顺 序 . 又 如 ”36 选 6 + 
1 ”的 方案 , 先 从 01 ~ 36 个 号 码 球 中 摇 出 6 个 基本 号 ,再 从 剩 下 的 30 个 号 码 球 中 
摇 出 一 个 特别 号 码 . 投注 者 从 01 ~ 36 个 号 码 中 任 选 7 个 组 成 一 注 (不 可 重复 )， 
根据 单 注 号 码 与 中 奖 号 码 相符 的 个 数 多 少 确定 相应 的 中 奖 等 级 ,不 考虑 号 码 顺 
序 . 这 两 种 方案 的 中 奖 等 级 如 表 16 -2. 


@ 本 案例 选 自 2002 年 中 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 B 题 
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表 16 -2 乐 透 型 彩票 方案 的 设 奖 规则 
中 奖 33 选 7(77/33) 36 选 6+1(6+1/36) 
等 级 | 基本 号 码 特别 码 说 明 | 基本 号 码 特别 号 到 说 明 
一 等 奖 |@@@S@@S 选 7 中 (7) @@@@@S@ 但 选 7 中 (6+1) 
二 等 奖 |@@@@@@O 广 | 选 7 中 (6+1)1 99@@@@ | 先 7 中 (6) 
三 等 奖 |@@@@S@@O 选 7 中 (6) @@S@S@@O 廊 选 7 中 (353+1) 
PS 让 选 7 中 (5+1)|@@@@@O 选 7 中 (5) 
五 等 奖 |@@@@@OOD 选 7 中 (5) eeeeoo 广 选 7 中 (4+1) 
六 等 奖 |@@@@OOO 广 选 7 中 (4+1)1@@@g@OO 选 7 中 (4) 
七 等 奖 |@@@@OODOD 选 7 中 (4) @@@@OOO 食 选 7 中 (3+1) 


注 : @@ 为 选中 的 基本 号 码 ; 广 为 选中 的 特别 号 码 ; 〇 为 未 选中 的 号 码 


以 上 两 种 类 型 的 奖金 总 额 一 般 为 销售 总 额 的 50% ,投注 者 单 注 金额 为 2 
元 , 单 注 若 已 获得 高 级 别 的 奖 就 不 再 兼 得 低级 别 的 奖 . 现在 常见 的 销售 规则 及 相 
应 的 奖金 设置 方案 如 表 16 -3 ,其 中 一 、 二 、 三 等 奖 为 高 项 奖 , 后 面 的 为 低 项 奖 ， 
低 项 奖 数额 固定 ,高 项 奖 按 比例 分 配 ,但 一 等 奖 单 注 保底 金额 60 万 元 ,封顶 金额 
500 万 元 ,各 高 项 奖 额 的 计算 方法 为 
[ (当期 销售 总 额 x 总 奖金 比例 ) - 低 项 奖 总 额 ] x 单项 奖 比 例 ， 
表 16 -3 现 有 的 彩票 方案 




































































奖项 | 一 等 奖 
号 方案 | 比 例 金 额 | 金 额 | 金 额 | 金 额 
1 16+1710| 50% 中 50 按 序 
2 16+1x10| 60% 300 20 5 国 按 序 
3 |6+1710| 65% 300 20 5 按 序 
4 | +1710| 70 多 300 20 5 按 序 
5 | 7729 | 60% 300 30 5 
6 ]6 +1729| 60 多 200 20 5 十 
7 | 7730 | 65 多 500 50 15 5 
8 | 7[30 | 70% 200 50 10 5 友 草 
9 | 7730 | 75%% 200 四 30 10 5 
10 | 77/31 | 604% 500 50 20 
| ee 
11 377X31 、 7S%2 320 30 和 
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续 表 
序 | 奖项 | 一 等 奖 | 二 等 奖 | 三 等 奖 | 四 等 奖 二 生 半 | 人 
号 | 方案 | 比例 | 比例 | 比例 | 金额 | 金额 | 金 用 | 人 金额 

12 7732 0690 1S 刀 20% 500 S0 10 

13 7732 70% 10% | 205 500 S0 10 

14 7/32 75% 10% 1 和 S00 S0 10 

15 77/33 70% 109% 202% 600 60 6 

16 77/33 75%0 10% 1S$2 500 50 | 10 5 

17 77/34 65% 1 20% S00 30 6 

18 77/34 68% 129% 20%20 S00 50 10 2 

19 7/35 70% 15% 152 300 50 5 

20 7/353 | 7020 | 10 和 20 乡 500 100 30 S 

21 7/35 75% ] 10% 15% 1 000 100 S0 5 

22 7/35S 80% 10% 10%2 50 20 4 

23 7735 100% 2 000 20 本 到 2 无 特 号 














瑟 5 | 
27 70 儿 15% 
28 829% 10% 
5 


要 解决 的 问题 是 

《1) 根据 这 些 方案 的 具体 情况 , 试 研究 各 种 奖项 出 现 的 可 能 性 ; 

(2) 根据 问题 中 所 给 方案 的 具体 情况 ,综合 分 析 各 种 奖项 出 现 的 可 能 性 ` 奖 
项 和 奖金 额 的 设置 以 及 对 彩民 的 吸引 力 等 因素 评价 各 方案 的 合理 性 ; 

(3) 设计 一 种 “更 好 ”的 方案 及 相应 的 算法 ,并 据 此 给 彩票 管理 部 门 提出 
建议 . 


16. 3.2 模型 的 假设 与 符号 说 明 


1， 模型 的 假设 
(1) 彩票 播 奖 是 公平 公正 的 ,各 号 码 的 出 现 是 随机 的 ; 
(2) 彩民 购买 彩票 是 随机 的 独立 事件 ; 
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(3) 对 同一 方案 中 高 级 别 奖 项 的 奖金 比例 或 奖金 额 不 应 低 于 相对 低级 别 的 
奖金 比例 或 奖金 额 ; 

(4) 根据 我 国 的 现行 制度 ,假设 我 国 居民 的 平均 工作 年 限 为 了 = 35 年 . 

2 符号 说 明 

表示 第 六 (1 =1,2,3) 等 (高 项 ) 奖 占 高 项 奖 总 额 的 比例 ;x; 表示 第 《1<: 
<7) 等 奖 奖金 额 的 均值 ;P; 表示 彩民 中 第 守 等 奖 刀 (1<is<7) 的 概率 ;wx ) 表 
示 彩 民 对 某 个 方案 第 守 等 奖 的 满意 度 , 即 第 ;i (1<i<7) 等 奖 对 彩民 的 吸引 力 ; 
表示 某 地 区 的 平均 收入 和 消费 水 平 的 相关 因子 , 称 为 “实力 因子 ”, 一 般 为 常数 ; 
下 表示 彩票 方案 的 合理 性 指标 , 即 方案 设置 对 彩民 吸引 力 的 综合 指标 . 


16.3.3 问题 的 分 析 


从 目前 全 国 各 省 (市 、 自 治 区 ) 的 彩票 发 行情 况 来 看 ,其 规则 奖项 设置 和 设 
奖 比例 都 不 尽 相同 ,而 且 有 的 差异 很 大 ,运行 模式 不 统一 ,管理 还 不 够 规范 , 为 
此 ,我 们 认为 对 中 国 目前 的 彩票 市 场 的 运作 情况 进行 研究 和 评价 是 必要 的 ,尤其 
是 对 目前 已 有 的 彩票 规则 的 合理 性 评估 ,以 及 现行 规则 是 否 符合 本 地 区 的 实际 
情况 ,能 和 否 通过 彩票 发 行规 则 的 制定 提高 对 广大 彩民 的 吸引 力 ,促使 更 多 的 人 加 
人 到 彩民 的 行列 中 来 ,使 得 国家 和 彩民 的 利益 得 到 双赢 ,进一步 促进 我 国 的 彩票 
事业 的 健康 发 展 . 

评价 一 个 方案 的 优 劣 ,或 合理 性 如 何 , 主要 取决 于 彩票 公司 和 广大 彩民 两 方 
面 的 利益 . 事实 上 ,公司 和 彩民 各 得 销售 总 额 的 50% 是 确定 的 ,双方 的 利益 主要 
就 取决 于 销售 总 额 的 大 小 , 即 双方 的 利益 都 与 销售 额 成 正比 . 因此 ,问题 是 怎样 
才能 有 利于 销售 额 的 增加 ? 即 公司 采用 什么 样 的 方案 才能 吸引 广大 的 彩民 积极 
踊跃 购买 彩票 ? 具体 地 讲 , 问 题 涉及 一 个 方案 的 设置 使 彩民 获奖 的 可 能 性 有 多 
大 、 奖 金额 有 多 少 、. 中 奖 面 怎样 .各 奖项 的 设置 是 否 合理 等 因素 ,这些 因素 都 对 彩 
民 购买 彩票 的 吸引 力 产 生 一 定 的 影响 ,在 这 里 可 用 彩民 的 心理 曲线 来 描述 一 个 
方案 对 彩民 的 吸引 力 变化 . 另外 ,一 个 方案 对 彩民 的 影响 程度 可 能 与 区 域 有 关 ， 
即 与 彩民 所 在 地 区 的 经 济 状况 以 及 收入 和 消费 水 平 有 关 . 为 此 ,我 们 要 考查 一 个 
方案 的 合理 性 问题 ,需要 综合 考虑 以 上 这 些 因 素 的 影响 ,这 是 我 们 建立 模型 的 关 
键 所 在 . 


16. 3.4 “模型 的 准备 


1， 确定 彩民 的 心理 曲线 

一 般 说 来 ,人 们 对 待 问 题 的 心理 变化 过 程 是 非常 复杂 ,而且 也 是 模糊 的 ， 
在 此 ,彩民 对 一 个 方案 的 各 个 奖项 及 奖金 额 的 看 法 ( 即 对 彩民 的 吸引 力 ) 的 变 
化 就 是 一 个 典型 的 模糊 概念 . 由 模糊 数学 隶属 度 的 概念 和 心理 学 的 相关 知识 ， 
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根据 人 们 通常 对 一 件 事物 的 心理 变化 一 般 遵循 的 规律 ,不妨 定 义 彩 民 的 心理 
曲线 为 
(和 


HL(X) = 1 工 -e (和 >0)， 


其 中 和 表示 彩民 平均 收入 的 相关 因子 , 称 为 实力 因子 ,一 般 为 常数 . 

2. 计算 实力 因子 人 

实力 因子 是 反应 一 个 地 区 的 彩民 的 平均 收入 和 消费 水 平 的 指标 ,确定 一 个 
地 区 的 彩票 方案 应 该 考虑 所 在 地 区 的 实力 因子 ,在 我 国 不 同 地 区 的 收入 和 消费 
水 平 是 不 同 的 ,因此 ,不 同 地 区 的 实力 因子 应 有 一 定 的 差异 ,目前 各 地 区 现行 的 
方案 不 尽 相同 ,要 统一 来 评估 这 些 方案 的 合理 性 ,就 应 该 对 同一 个 实力 因子 进行 
研究 . 为 此 ,我 们 以 中 等 地 区 的 收入 水 平 (或 全 国平 均 水 平 ) 为 例 进 行 研 究 . 根据 
相关 网 站 的 统计 数据 ,不妨 取 人 均 年 收入 1.5 万 元 , 按 我 国 的 现行 制度 ,平均 工 
作 年 限 7 =35 年 , 则 人 均 总 收入 为 52.5 万 元 ,于 是 , 当 xo =352.5 万 元 时 , 取 


(ma) =1-e (2 -0.5( 即 吸引 力 的 中 位 数 ) , 则 有 
光 这 5.25 x 10; 
A/ 一 in0.5 
同 理 , 可 以 算出 年 收入 1 工 万 元 、2 万 元 .2.5 万 元 3 万 元 、 4 万 元 .5 万 元 、10 
万 元 的 实力 因子 如 表 16 -4. 
表 16-4 不 同情 况 的 实力 因子 


从 420 393 | 630 589 | 840 786 |1 050 982|1 261 17911 681 57112 101 96414 203 928 


16. 3.5 ”模型 的 建立 与 求解 


问题 (1) ; 研究 所 有 方案 各 种 奖项 出 现 的 可 能 性 . 

从 已 给 的 29 种 方案 可 知 ,可 将 其 分 为 四 类 .天 ,:10 选 6+1(6+1I7Z10) 型 ;天 : 
下 选 玫 (mpn) 型 ;Ka 选 兽 +L(m+1LMz) 型 和 天 村 选 于 (m/z) 无 特别 号 型 ,下 
面 分 别 给 出 各 种 类 型 方案 出 现 各 奖项 的 概率 计算 公式 . 

(1) 天 :10 选 6+1(6+1710) 型 


~ 6.305 89 x 10:， 








二 
5 x 108 


4 


= 2x10”， 人 


忆 1 


1 
2xC 2x9 


3 = 1.8 x10- 
105 105 和 
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1 一 


1 1 
2CoCio + CoCs _2Xx9x1l0 +9x9 

















= = 2.61 x 10”， 
人 105 105 
1 1 上 1 下 1 

2C,CiuCi。 +2C,C Co 2x9x102+2x92x10 本 

P5 = E = 3.42 x 10- ， 
10 10 
1 人 1 时 1 1 1 1 1 1 汪 

2xCCuciCc +3xCCcsCcc -(3xCyxCs+2xCy) 

Pi6 三 - 105 


3 2 2 2 
2x9x1l0 +3x9 xl0-(3x9 +2x9) 42039x102. 








10” 
(2) 天 : 吧 选 亚 (mjm) 型 
了 玖 -1 下-1 1 m-2 一 1 
_ 1 权 C。 二 C。 表 (本 +1) __ C。 P-(m+i) 
忆 ; 三 C”， P2 三 Cn” ， PP = 四 ，》 4 一 现 》 
由 -2 2 中 -3 人 2 -3 3 
也 辫 C，。 人 P 二 C。 7 C，。 CD 
ee 
(3) 天 ; : 半 选 到 +1(m +1A) 型 
3 
寺 mm-1】 1 由 -| 天 2 
1 郊 -(mm+1) < C。 下 ~{( +1) C。 PR 一 (mr+]) 
忆 Cn， 己 2 Ce ， Pa3 FT ， 了 4 ml ， 
m -2 ~2 mm-2 天 3 形 -3 一 3 
1 C。 天 一 (可 + 让 ) 二 C。 有 (了 +1) 二 C。 P-(m+l)》 
5 三 | ”， 26 = Cn ”127 一 一 nr 
(4) 天 :az2 选 亚 (m/n) 无 特别 号 型 
1 Ca 人 
Po 由， 
| C， 2 (C， (C， 
GCC 人 
P， 班 E P5 去 到 


各 种 方案 的 各 个 奖项 获奖 概率 及 获奖 总 概率 P = 2. 忆 ,计算 结果 如 表 
16 -5. 由 此 可 确定 各 方案 的 各 个 奖项 出 现 的 可 能 性 ， 
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表 16 -5 各 方案 的 设 奖 概率 








概 2 - E 
序号 ES 0 cjp (10-5j 0100l0-| pl 户 = 之 p 
1-4 |6+L10|2x10- ”|0.8 1.8 2.01 3.42 4.230 9 0. 045 695 
5 | 7p29 j6407 05|448494|?4184 |28255 |28255 |0.47092 |0.029825 |0.037 742 





6 6+1/29|6.407 05 |1.4096 |8.4573 |8.8802 12.2200 |1.4800 |0.019 734 |0.037 742 








7-9 | 7/30 |4.912 07 |3.438 45 |7.564 6 269 4. |2.3828 |0.397 14 | oz6 476 |0.033 137 


10 -1 7/31 13. 802 90 |2.662 03 |6.1227 |1.8368 |2.0205 |0.33675 |0.023 572 |0.029 208 





12 人 2.971 01 |2.07971 14.9913 |1.4974 |11.722 0.287 00 10.021 047 |0. 025 832 





17 -18| 7/34 11.85$8 87 |11.301 21 |3.383 1 11.0149 11.2687 10.211 45 |0.016 916 10.020 436 





15 -16 区 340 80 |1.638 56 |4.096 4 |1.2289 |1.4747 |0.24578 |0.018 了 022 941 





19 -223| 7/35 |1.487 09 11.040 97 |2.8106 |0.843 18 |1.096 1 |0.182 69 |0.015 224 |0.018 261 





23 和 09 |29.147 1118.05 |npo5l 106. 57 … | 124 83 

24 -25|6+1/36|1. 197 94 |3.474 02 |2.084 4 |2.918 2 |0.729 54 |0.656 59 |0. 008 755 |0.016 367 
26 7/36 |1.197 94 |0.838 556 |2.348 0 |0.704 39 |0.950 92 |0.158 49 |0.013 736 |0.016 367 
27 7437 |0.971 30 10.679 911 11.971 7 0. 591 52 |0.828 13 |0. 138 02 |0.012 422 |0.014 710 


28 6/40 |2.6053 |1.563 2 |5.158 4 |11.2896 |2.063 4 |0.275 12 |0.028 428 |0. 033 425 


























29 5/60 |1.831 0.9155 |4.943 7 |0.988 74 |2.620 2 |0. 262 02 |0.045 416 |0. 050 806 


问题 (2) : 综合 分 析 评价 各 方案 的 合理 性 . 

要 综合 评价 这 些 已 知 方案 的 合理 性 ,应 该 建立 一 个 能 够 充分 反应 各 种 因素 
影响 的 合理 性 指标 函数 因为 彩民 购买 彩票 可 以 认为 是 一 种 冒险 行为 ,为 此 ,我 
们 根据 随机 决策 分 析 中 风险 决策 的 理论 ,考虑 到 彩民 的 心理 因素 的 影响 ,可取 


MACxz) = 1 (和 >0) 
为 随机 性 决策 的 效用 范 数 , 如 图 16 -3 所 示 . 于 是 取 如 下 的 指标 函数 
下 = pw(z)， (16.1) 


即 表示 在 考虑 彩民 的 心理 因素 的 条 件 下 ,一 个 方案 的 中 奖 率 、. 中 奖 面 . 奖 项 和 奖 
金 设 置 等 因素 对 彩民 的 吸引 力 . 


另 一 方面 ,由 题 意 知 , 单 注 所 有 可 能 的 低 项 奖金 总 额 为 Z = 2 Pa ,根据 高 
项 奖 的 计算 公式 得 单 注 可 能 的 第 7 项 奖 ( 高 项 奖 ) 金 额 为 
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图 16 -3 效用 函数 曲线 





7 
了 ji 二 《1 一 也 ) 六 生 (1 至 》 pixzi)， J = 1,2,3， 
和 4 


故 平均 值 为 
[ 人 1 - 志 Pz 





Xj 二 ee JJ = 1,2，,3. 
于 是 由 (16.1) ,(16.2) 式 得 
玉 = PH(zi) ， 
[(41 总 > pz) 可 
MXj 二 9 J = 152533 
新 
-( 习 


HA ) = 1 一 e ,TI=1,2……,7， 

人 = 6.305 89 x 105. 

利用 MATLAB 可 计算 出 29 种 方案 的 合理 性 指标 值 尺 及 高 项 奖 的 期 望 值 ， 

排 在 前 三 位 的 如 下 表 16 -6, 其 他 各 方案 也 都 有 相应 的 结果 ， 
表 16 -6 较 合理 的 三 种 方案 


(16.2) 


(16.3) 








































Xi X2 3 排序 
1.086 x 10/ 20 679 1 410 1 
1.704 x105 | 32 448 | 2 116 2 
7.557 x 10; 35 984 1 714 3 


16. 3 ”彩票 中 的 数学 问题 | 伟 


问题 (3) : 设计 一 种 “更 好 "的 方案 ， 
根据 问题 (2) 的 讨论 ,现在 的 问题 是 取 什么 样 的 方案 mn(n 和 严 取 何 值 )、 
设置 哪些 奖项 \ 高 项 奖 的 比例 5(j = 1,2,3) 为 多 少 和 低 项 奖 的 奖金 额 x%(i=4,5， 
6,7) 为 多 少时 ,使 目标 函数 P = 隐 pw(z) 有 最 大 值 
设 以 mn,n(0=1,2,3) ,za(i=4,5,6,7) 为 决策 变量 ,以 它们 之 间 所 满足 的 
关系 为 约束 条 件 , 则 可 得 到 非 线性 规划 模型 ， 


max 及 = 之 PCzi)， 
[0 -了 wan 


千 二 J = 1,2,3， (1) 
忆 





zi 2 
HA) =1-e (9 (0 =1,2,…,7),》 = 6.305 89 x10， (2) 





mm+r+r=1， (3 ) 
0.5 三 mm 芭 0.8， (4) 
s16 x10 <xi < 生 5x105， (5) 
0 (6) 
Xi+1 
Pi <pL = 1,2,…,6， (7) 
5 三 mm 大 7， 《8) 
29 < nm < 60， (9) 
六 > 0,xi 二 0; 普 思 为 正 整 数 . 
关于 约束 条 件 的 说 明 


(1) 条 件 (1) ,(2) 同 问题 (2) ; 

〈2) 条 件 (3) ,(4) 是 对 高 项 奖 的 比例 约束 ,~ 的 值 不 能 太 大 或 太 小 ,(4) 是 
根据 已 知 的 方案 确定 的 ; 

〈3) 条 件 (5) 是 根据 题 意 中 一 等 奖 的 保底 额 和 封顶 额 确定 的 ; 

(4) 条 件 (6) 中 的 oj, (=1,2,…,6) 分 别 为 等 奖 的 奖金 额 比 i+1 等 
奖 的 奖金 额 %,: 高 的 倍数 ,可 由 问题 (2) 的 计算 结果 和 已 知 各 方案 的 奖金 数额 统 
计 得 

al = 10, 名 = 233;a = 4,5 = 54;a = 3;5， = 17ja， = 4， 
1 = 20jiay = 2,5 = 10;o = 2,5 = 10; 
《5) 条 件 (7) 是 根据 实际 问题 确定 的 ,实际 中 高 等 奖 的 概率 P 应 小 于 低 等 奖 
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的 概率 p,,, , 它 的 值 主要 由 mm,m 确定 ; 

(6) 条 件 (8) ,(9) 是 对 方案 中 m,m 取 值 范围 的 约束 ,是 由 已 知 的 方案 确 
定 的 . 

这 是 一 个 较 复 杂 的 非 线性 (整数 ) 规 划 , 其 中 概率 叫 的 取 值 分 为 四 种 不 同 的 
情况 K, ,K ,K, ,K, ,都 由 整数 变量 mm,m 确定 . 这 个 模型 的 求解 是 困难 的 . 为 此 , 利 
用 MATLAB 可 求解 得 最 优 解 为 1K ,6,32,0.8,0.11,0.09,200,10,1,0} ,最 优 值 
为 下 =6.839 9x10…. 故 对 应 的 最 优 方案 为 32 选 6(6/32) ,一 、 二、 三 等 奖 的 比 
例 分别 为 80% 11% ,9% .四 五 六、 七 等 奖 的 金额 分 别 为 200 .10 1.0 元 ， 

前 面 是 针对 中 等 收入 水 平 的 彩民 情况 考虑 的 ,对 于 经 济 发 达 地 区 和 从 发 达 

区 应 有 所 不 同 . 这 里 分 别 对 年 收入 1 万 元 、2 万 元 .2.5 万 元 .3 万 元 ,4 万 元 .5 
万 元 10 万 元 ,工作 年 限 均 35 年 的 情况 进行 了 讨论 ,给 出 适用 于 相应 各 种 情况 
的 最 优 方案 ,如 表 16 -7. 





表 16 -7 不 同 地 区 的 最 优 方案 


3 万 元 4 万 元 5 万 元 10 万 元 


入 420 393 | 840 786 |1050 982 | 1 261 179 | 1 681 571 | 2 101 964 | 4 203 928 
最 优 方案 | 5 + 1733 67/32 7730 67/37 6 +1732 7733 7735 
8.255 x10-7|4. 623 x10-7 |4 .103 x10-7 |3.223 x10-7 |2.475 x10 -| 2.075 x107 |1.828 x10”… 











六 0. 80 0. 80 0.73 0.70 0.73 二 0.73 0. 80 
六 | 0. 10 0. 11 0. 17 0. 15 0. 19 0. 18 0. 13 
73 0. 10 0.9 0. 10 0. 15 0.07 | 0. 09 0. 07 








MXl 6.5x105 |6.18x105|11.38x105|1.46x105|2.23x105|2.99x10'13.91x10" 


MX2 3 037 120 004 区 500 S2 172 22721 |1.07x1l 94 252 
3 请 607 600 1 235 1 739 1 507 1 974 1 746 


MX4 138 200 100 200 100 200 103 
5 7 10 10 20 20 10 20 
X6 1 工 5 2 | 2 2 5 
My 0 0 0 0 0 


16. 3.6 ”其 他 可 行 的 方法 


主要 典型 的 方法 可 以 归纳 为 三 大 类 : 
1 风险 决策 的 效用 函数 法 
利用 风险 决策 的 理论 和 方法 对 问题 进行 研究 ,但 在 效用 函数 的 取 法 和 合理 
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性 指标 函数 的 确定 上 可 以 有 所 不 同 ,这 里 介绍 几 种 . 

(1) 取 偏 大 型 正 态 分 布 函数 4(*) =1 -e (*] (x >0) 为 效用 函数 ,并 将 彩 
票 方案 对 彩民 的 吸引 力 分 为 奖金 的 吸引 力 和 中 奖 率 的 吸引 力 两 个 部 分 ,分 别 构 
造 出 了 两 个 满意 度 函 数 4(S) 和 4(p) ,并 依据 国家 权威 部 门 的 调查 报告 中 的 数 
据 将 彩民 分 为 冒险 者 ,中立 者 和 各 险 者 三 类 ,比例 分 别 为 上 =37% ,o =32% ,oa 
=31% ,按照 各 自 的 最 大 满意 度 分 别 确定 了 相应 的 满意 参数 r，(i =1,2,3) ,于 
是 得 到 了 满意 度 函 数 


oj =1-e 全 .yi(p) =1-e( 训 (= 1.2)3)， 
由 此 构造 出 吸引 度 函 数 
=afeo(s) + 加 (pi)] +a[p(5a) +W(pos)] 
+ oa[ops(5) +uba(pun))]， 


其 中 斑 表 示 第 等 奖 到 第 7 等 奖 的 奖金 的 平均 值 ,Pu 表示 第 i 等 奖 到 第 / 等 奖 的 
概率 之 和 . 

以 7 为 合理 性 指标 函数 对 已 有 方案 进行 评价 ,可 以 解决 问题 (2). 并 对 各 奖 
项 的 设置 、 奖 金 比例 、 奖 金 数额 和 相应 的 概率 给 出 约束 ,建立 了 相应 的 非 线性 优 
化 模型 ,可 以 解决 问题 (3)， 

(2) 取 博 彩 的 心理 函 数 为 w(t) =1 -。 ,其 中 = B[ 邱 ], 即 表示 单 注 彩 票 
的 平均 收益 ,m 为 销售 注 数 , 于 是 构造 吸引 力 函 数 为 A= w (1) .w, 这 里 = 
7 VG 友 表示 总 公平 因子 , d = [pixi,d = TImx， , 即 高 项 奖 和 低 项 奖 的 公平 
因子 . 并 以 /为 指标 函数 建立 了 相应 的 优化 模型 ， 

(3) 取 效 用 函数 为 5&(*) = 二 + 参数 利用 "高通 滤波 系统 中 下 限 截止 频 


率 的 方法 可 以 确定 为 c =0. 2. 
《4) 取 模 糊 数学 中 隶属 度 函 数 


&(X) = 
e -1,x<0 
来 反映 彩票 方案 对 彩民 影响 的 心理 变化 规律 ,这 里 x* <0 说 明 当 彩民 购买 彩票 没 
有 获奖 而 对 彩民 的 负面 影响 的 程度 . 并 分 别 考 虑 客观 概率 训 和 主观 概率 "(P,) 
4G=1,2,…,7) ,相应 地 构造 出 合理 性 指标 函数 
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尝 


LV7，= Piu(si -2) 和 Z = 2 (Pu(si -2). 


所 谓 的 主观 概率 ,主要 是 从 心理 学 的 角度 “人 们 通常 借 向 于 高 估 低 概率 事件 的 
出 现 ,低估 高 概率 事件 的 出 现 ”, 这 就 是 主观 概率 与 客观 概率 的 差异 . 由 此 进 一 
步 构造 出 了 合理 性 指标 函数 和 优化 模型 . 

2. 层次 分 析 法 

层次 分 析 主要 是 可 以 对 问题 所 给 的 各 方案 进行 研究 评价 ,但 所 考虑 的 因素 
多 ,主观 意志 强 ,一般 认为 这 种 方法 缺少 可 靠 的 依据 ,不 是 十 分 有 效 的 方法 ,使 用 
得 当 也 只 能 对 问题 (2 ) 进行 讨论 ,解决 问题 (3 ) 却 无 能 为 力 . 

3. 分 类 加 权 法 

将 彩民 分 为 风险 喜好 型 .风险 厌恶 型 和 中 性 型 三 类 ,不 同类 型 的 彩民 对 各 因 
素 的 看 法 不 同 ,一 般 认 为 用 这 种 方法 也 有 一 定 的 主观 性 . 


16. 3.7 ”进一步 要 研究 的 问题 


我 国 的 彩票 事业 还 处 于 发 展 的 阶段 ,还 有 一 些 复杂 的 问题 需要 进一步 的 研 
究 . 就 本 题 而 言 , 也 有 一 些 值得 进一步 研究 的 问题 ; 

(1) 关于 彩票 方案 对 彩民 的 吸引 力 问 题 , 即 彩民 对 待 某 种 彩票 方案 的 心理 
状态 如 何 ?” 用 什么 样 的 心理 曲线 能 够 准确 地 反映 出 不 同类 型 彩民 的 心理 变化 
情况 ? 

(2) 合理 性 指标 函数 的 构造 问题 ; 

(3) 彩票 公司 发 行 彩票 的 收益 和 风险 问题 ,以 及 彩民 购买 彩票 的 中 奖 与 风 
险 的 关系 问题 ; 

(4) 奖池 有 奖金 的 滚动 积累 ,对 彩票 的 发 行 和 对 彩民 的 心理 影响 问题 ， 


16. 4 ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 工艺 品 的 着 色 问 题 一 一 文献 [3] :17 一 20 

(2) 新 杀 虫 剂 的 研制 问题 一 一 文献 [3] :89 一 99 

(3) 人 在 应 对 各 种 情况 的 心理 变化 问题 一 -文献 [3] :100 一 114 
(4) 投资 决策 问题 一 一 文献 [4] :107 一 121 

(5) 电力 系统 扩建 问题 一 一 文献 [4] :136 一 139 

2. 参考 文献 
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实际 中 ,许多 决策 问题 都 是 属于 多 目标 决策 问题 ,特别 是 在 工程 系统 和 社会 
系统 等 领域 ,大 量 的 决策 问题 都 有 多 个 目标 ,具有 两 个 和 两 个 以 上 目标 的 决策 问 
题 统 称 为 多 目标 决策 问题 . 例如 ,一 家 公司 (或 企业 ) 要 确定 下 一 年 度 的 投资 组 
合 方案 问题 ,在 可 供 选 择 的 多 个 候选 方案 中 ,往往 都 是 收益 与 风险 并 存 , 而 且 收 
益 越 高 ,风险 也 就 越 大 . 如 何 选择 合适 的 投资 组 合 方案 ,使 收益 最 高 ,风险 最 小 
呢 ? 这 显然 是 一 个 双 目标 的 决策 问题 . 又 例如 ,在 人 才 的 选拔 使 用 、 招 聘 录用 、` 选 
优 评 奖 等 活动 中 ,由 于 每 个 人 都 有 不 同 的 特长 优势 和 劣势 ,组 织 部 门 总 是 要 综 
合 考虑 各 方面 的 情况 ,做 出 决策 使 得 各 方面 的 条 件 优势 最 大 ,劣势 最 小 , 

多 目标 决策 问题 的 最 主要 的 特点 是 各 目标 间 的 矛盾 性 和 不 可 公 度 性 所 谓 
目标 间 的 矛盾 性 是 指 如 果 试 图 采用 某 一 种 方案 去 改进 一 个 目标 的 值 , 则 可 能 会 
使 另 一 个 目标 的 值 变 劣 . 而 目标 间 的 不 可 公 度 性 是 指 各 目标 间 一 般 没有 统一 的 
度量 标准 ,因而 不 能 直接 进行 比较 . 由 于 目标 间 的 矛盾 性 和 不 可 公 度 性 , 则 不 可 
能 将 多 目标 的 问题 直接 归并 为 单 目标 的 问题 来 解决 . 如 何 克 服 目标 间 的 矛盾 ,在 
不 可 公 度 的 目标 间 建 立 起 一 种 可 以 度量 的 指标 ( 即 效用 函数 ) 来 求解 多 目标 决 
策 问题 ,这 就 是 本 章 多 目标 决策 分 析 方法 要 研究 解决 的 问题 , 


17.1 多 目标 决策 分 析 的 基本 概念 


17.1.1 多 目标 决策 问题 


1.， 多 目标 决策 问题 的 解决 过 程 

多 目标 决策 问题 的 求解 过 程 主 要 可 分 为 四 个 步骤: 

第 一 步 : 问题 的 构成 , 即 对 所 需要 解决 的 实际 问题 进行 分 析 , 明确 问 题 中 的 
主要 因素 .界限 和 所 处 的 环境 等 ,从 而 确定 问题 的 目标 集 . 

第 二 步 : 建立 模型 , 即 根据 第 一 步 的 结果 ,建立 起 问题 的 一 个 适宜 模型 ， 

第 三 步 : 对 模型 进行 分 析 和 评价 , 即 对 各 种 可 行 的 方案 进行 比较 ,从 而 可 以 
对 每 一 个 目标 标定 一 个 (或 几 个 ) 属性 ( 称 为 目标 函数 ) ,这 些 属 性 的 值 可 作为 采 
用 某 方案 时 各 个 目标 的 一 种 度量 . 
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第 四 步 : 确定 实施 方案 , 即 依据 每 一 个 目标 的 属性 值 和 预先 规定 的 决策 规 
则 比较 各 可 行 的 方案 , 按 优 劣 次 序 将 所 有 的 方案 排序 ,从 而 确定 出 最 好 的 实施 
方案 . 
2. 多 目标 决策 问题 的 基本 要 素 
任何 一 个 多 目标 决策 问题 都 包含 有 五 个 基本 要 素 : 决 策 单元 ` 目 标 集 、 属 性 
集 、 决 策 情况 和 决策 规则 . 
决策 单元 是 指 制订 决策 的 人 ,可 以 是 一 个 人 ,也 可 以 是 一 群 人 . 
目标 是 关于 决策 人 被 研究 问题 的 “要 求 或 “愿望 ” ,决策 人 可 以 有 若干 个 不 
同 的 目标 , 即 构成 一 个 目标 集 . 通常 情况 下 ,目标 集 可 以 表示 为 一 个 递 阶 结构 . 
属性 是 实现 目标 程度 的 一 个 度量 , 即 每 一 个 目标 都 可 设 定 一 个 或 若干 个 属 
性 ,构成 一 个 属性 集 . 目标 的 属性 是 可 度量 的 , 它 反映 了 特定 目标 达到 目的 的 
程度 . 
决策 情况 是 指 决策 问题 的 结构 和 决策 环境 , 即 说 明 决 策 问 题 的 决策 变量 、 属 
性 ,以 及 度量 决策 变量 与 属性 的 标 度 、 决 策 变 量 与 属性 之 间 的 因果 关系 等 . 
决策 规则 是 指 用 于 排列 方案 优 劣 次 序 的 规则 ,而 方案 的 优 劣 是 依据 所 有 目 
标的 属性 值 来 衡量 的 . 
3. 多 目标 决策 问题 的 数学 模型 
设 艺 为 方案 集 , 它 是 决策 变量 zx = (* ,xz ，…,xw) 的 集合 , 刀 (z) , 户 (z) 
太 (zr) 表 示 目 标 函 数 . 对 于 每 一 个 给 定 的 方案 zx E X, 由 目标 函数 可 以 确定 每 一 
个 属性 厂 , 户 ,…,j 的 值 . 实际 中 ,方案 集 下 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 . 在 
这 里 我 们 假设 决策 变量 * 的 所 有 约束 都 能 用 不 等 式 表示 出 来 , 即 
Ei(xX) 和 0 = 1 2 用 (17.1) 
其 中 g (xz)(i=1,2,…,m) 均 为 决策 变量 x 的 实 值 函数 . 则 方案 集 X( 又 称 决 策 
空间 中 的 可 行 域 ) 可 以 表示 为 
X=fxzERg(z)<0,i=1,2,，…， 症 | 
于 是 ,一 般 的 多 目标 决策 问题 的 数学 模型 可 以 表示 为 
DRLA (zxz) PCz) 六 (z)]， 
| = 1zERlg(z)<0i=1;2，…，|， 
其 中 DR (decision rule) 表示 决策 规则 , 即 上 式 的 意义 是 运用 决策 规则 DR 依据 
属性 矿 , 户 ,六 的 值 在 互 中 选择 一 个 最 好 的 方案 . 
例如 , 设 有 一 个 确定 的 无 限 个 方案 的 多 目标 决策 问题 ,其 属性 集 为 1/， 
六 ,六 上 目 标 集 为 1A(z) ,PCz) ,六 (z)} 方案 集 为 Z= [xz E R” | si(z) 短 0， 
;= 1 2,…,mm| ,决策 规则 为 如 果 有 某 方案 能 使 所 有 属性 万, 户 ,…, 太 都 能 达到 最 
优 (最 大 或 最 小 ) , 则 可 选择 这 个 方案 , 即 决策 问题 的 解 . 否则 ,可 选择 一 个 非 劣 





(17.2) 
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解 的 方案 ,使 能 最 好 地 满足 决策 人 的 要 求 . 求解 多 目标 决策 问题 的 非 劣 解 , 即 求 
向 量 最 优化 问题 
optiP xz) 户 () 大 (z)| 《17. 3) 
的 解 . 所 得 非 劣 解 ( 非 劣 方案 ) 集 为 夺 "” ,X" 即 可 能 是 单元 素 集 ,也 可 是 多 元 素 集 . 
如 果 是 多 元 素 集 , 则 说 明 非 劣 解 是 不 惟一 的 ,决策 人 可 根据 自己 的 偏好 选择 他 认 
为 最 好 的 方案 . 
选择 方案 的 方法 主要 是 依据 决策 人 的 “偏好 结构 ” ,一般 偏好 结构 可 用 效用 
函数 来 表示 , 即 用 函数 wx(A(z) , 户 (z),，…, 广 (xz)) 来 表示 非 劣 方案 的 效用 , 故 问 
题 转化 为 求解 
max zz) 万 () (xz)) 《17.4) 


的 问题 . 
17.1.2 多 属性 效用 函数 


多 属性 效用 函数 理论 是 单 属性 效用 理论 的 推广 ,效用 理论 可 分 为 确定 型 的 
和 不 确定 型 的 两 种 情形 . 对 确定 型 的 效用 函数 通常 定义 为 价值 函数 ,对 于 更 多 的 
不 确定 型 的 情况 ,一 般 都 是 根据 问题 的 实际 意义 来 定义 相应 的 效用 函数 ， 

1， 常 用 确定 型 的 价值 函数 

对 于 确定 型 的 效用 函 数 通常 定义 为 价值 函数 ,最 常用 的 是 加 性 价值 函数 . 

设 立 ,于 ,…，, 郊 分 别 表示 半 个 属性 所 有 可 能 值 的 集合 ,了 为 属性 集 , 即 了 = 
闷 x 兄 x…x 世 .对 于 某 一 个 确定 的 方案 x = (xi ,za，…xzw)EX, 对 应 的 属性 向 
量 了 ?= (yi 7,y)E 了 ,其 中 ,yi E 世 表 示 对 应 于 方案 z 的 第 守 个 属性 Az) 
(ii=1,2,… 汉 ) 的 取 值 . 为 了 简便 ,也 称 了 = (yi ,7 ，…,y。 ) 为 方案 ,并 用 表示 第 
ii=1,2,…,) 个 属性 的 价值 函数 . 

如 果 一 个 偏好 结构 的 价值 画 数 "(y) 能 用 加 性 表示 时 , 则 

2(y) = jaoi(Y) + jao(ya) 十 … 十 有 Do(yn)， (17.5) 


其 中 1 人 (=1,2,…,) 为 标 度 常数 , 且 生 大 = 工 . 


实际 上 ,我 们 可 以 证 明 :如 果 每 一 个 % 独立 于 其 他 的 属性 , 则 价值 函数 可 以 
用 加 性 表示 , 即 (17. 5) 式 成 立 . 

进一步 还 可 以 引入 价值 函数 的 拟 加 性 形式 和 乘法 形式 等 . 

2. 不 确定 型 的 效用 范 数 

对 于 确定 型 的 问题 ,一 个 方案 只 产生 一 个 后 果 , 而 对 于 不 确定 的 情况 则 不 
然 . 在 上 一 章 随 机 性 决策 分 析 方 法 研究 单 目 标 决策 中 ,我们 知道 ,很 多 情况 一 个 
方案 的 后 果 不 仅 取决 于 这 个 方案 ,还 依赖 于 自然 状态 ,而 自然 状态 也 是 不 确定 
的 ,往往 不 受 决策 人 控制 . 现在 将 随机 性 决策 分 析 的 理论 推广 到 多 目标 决策 问 
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题 , 即 不 确定 情况 下 的 多 属性 效用 理论 . 

-由 于 后 果 是 多 属性 的 ,类似 于 确定 型 效用 函数 的 情况 ,对 于 决策 人 采取 任 一 
个 行动 方案 的 后 果 记 为 了 ?= (7 ,7 ,7 )EY7= 忆 x 到 x…x 世 为 后 果 集 . 
其 中 y E 站 (属性 集 ) 表 示 第 ii=1,2,…,) 个 属性 的 值 . 对 于 任 一 个 后 果 y E 
Y 以 概率 p(y) 出 现 ,为 此 ,我 们 可 以 定义 展望 已 来 表示 此 不 确定 事件 . 定义 展 
望 为 

已 = (y,P(y)),y E 工 

所 有 展望 的 集合 记 作 无 ( 展望 集 ). 

对 于 任何 一 个 后 果 集 了 ,每 个 展望 已 都 有 相应 的 概率 分 布 pP(y) (》E 7) ,把 
与 pP(y) 相 关联 的 展望 记 作 P(z). 由 于 后 果 的 多 属性 ?= (y ,y，…，,y,) 的 不 确 
定性 ,我们 可 以 视 每 一 个 属性 为 一 个 随机 变量 y ,并 有 相应 的 边缘 概率 分 布 
Pi(Cyi) (=1)2，…))， 

如 果 把 后 果 y 的 效用 函数 记 作 ,而 把 y 条 件 效用 函数 记 作 雪人 (=1,2，…， 
n). 由 此 ,我 们 可 以 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 17.1 设 闷 , 刀 ,…,X。 是 属性 集 了 中 的 任何 正常 子 集 , 且 届 UN U… 
UX,。 = 了 如 果 对 于 己 中 的 任意 两 个 展望 P(p) 和 P(9) ,它们 对 应 的 联合 概率 分 
布 分 别 为 P 和 9, 并且 当 Pr =qgx(=1,2,…, 亚 ) 时 有 P(P) ~P(9)( 二 者 无 差 
异 ). 则 称 子 集 忆 , 寻 ，… ,为 价值 独立 的 . 

定义 中 的 Pr 和 4xr 均 表 示 子 集 革 (i=1,2,…, 症 ) 上 的 边缘 概率 分 布 , 即 说 明 
在 刀 ,7 ,上 的 任何 两 个 展望 无 差异 关系 不 仅 依赖 于 其 边缘 分 布 ,而 且 依 
赖 于 其 联合 分 布 ,并 有 下 面 的 定理 . 

定理 17.1i5 如 果 定 义 在 了 上 的 普 个 属性 的 效用 函数 为 y ,对 于 任意 的 
yyE 了 有 
儿 关 多 当 且 仅 当 xz(O ) 志 &O7) ， 
则 效用 函数 x(?) 可 以 表示 为 加 性 形式 


L(y) = ui) 


当 且 仅 当 在 属性 集 芒 ,六 ,六 上 价值 独立 性 成 立 ， 
类 似 地 ,在 一 定 的 条 件 下 ,也 可 以 引 和 人 效用 函数 拟 加 性 形式 和 乘法 形式 . 


和 17. 2 多 目标 决策 问题 的 非 劣 解 


由 于 多 目标 决策 问题 客观 存在 着 两 个 基本 特点 :目标 间 的 矛盾 性 和 目标 间 
的 不 可 公 度 性 . 因此 ,多 目标 决策 问题 一 般 不 存在 通常 意义 下 的 最 优 解 . 即 不 存 
在 既 满 足 约 东 条 件 ,又 能 使 所 有 的 属性 分 别 达 到 各 自 的 最 优 值 . 于 是 ,一 般 情况 
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下 ,只 能 来 寻求 问题 的 非 劣 解 . 


17.2.1 非 劣 解 的 概念 


求解 多 目标 决策 非 劣 解 的 问题 , 即 是 在 决策 空间 的 可 行 域 丰 中 求解 多 目标 
优化 (或 向 量 优化 ) 问 题 (17.3) 或 (17.4). 问题 的 非 劣 解 也 称 为 有 效 解 ,或 帕 雷 
托 (Pareto) 最 优 解 . 如 果 一 个 多 目标 决策 问题 为 一 多 属性 的 极 大 化 问题 , 则 问题 
可 以 为 


max{[ 六 (xz), PCz)，… 广 (z)}， 
人 (17.6) 


X= lzER|g(z)<0i=1)2， ,7| 
对 于 决策 人 来 说 ,一 定 喜 好 每 个 属性 都 有 极 大 值 的 方案 . 这 种 偏好 可 以 为 
Xi > Je ) 三 xz) (17.7) 

这 里 /xz, ) /xz ) 意 味 着 放 (z) 三 COz)(=1,2,…,), 且 至 少 存在 一 个 5 
(1 和 bs<n) 使 COz) >A(z),(17.7) 式 称 为 单调 性 条 件 . 于 是 ,我 们 可 以 给 出 
非 劣 解 的 定义 . 

定义 17.2 设 *"* 是 问题 (17. 6) 的 一 个 可 行 解 ,如 果 不 存 在 其 他 的 可 行 解 x 
E ,使 Fxz)>>Azr ) 成 立 , 即 放 xz)AGz  ) (=1,2,…), 且 至 少 存在 一 个 
za(1 和 isn) 使 六 (xz) > 所 (rz ) 成 立 . 则 称 寺 为 问题 (17.6) 的 一 个 非 劣 解 . 


17.2.2 非 劣 解 的 求解 方法 


如 何 求 多 目标 决策 问题 的 非 劣 解 呢 ? 在 这 里 我 们 主要 介绍 最 常用 的 加 权 法 
和 约束 法 , 

1 加权 法 

加 权 法 是 求 非 劣 解 的 一 种 最 传统 的 方法 , 即 对 于 向 量 优化 问题 (17.6) 中 的 
目标 函数 进行 加 权 ,变换 为 如 下 的 数量 优化 问题 


下 


人 2 (07.8) 


X=irzrERlg(z)s0i=1;2， |， 
亦 即 为 一 个 非 线 性 规划 问题 . 根据 非 线性 规划 问题 的 库 恩 - 塔 克 (Kuhn - Tuck- 
er) 条 件 可 得 可 行 解 x "为 非 劣 解 的 必要 条 件 为 
X” 王 大， 


HEZE  ) 过 0 汪 1 2，…， 亚 ， 


zs VCz ”) - 之 Vs(Cr ) = 0. 
实际 上 ,可 以 证 明 : 当 权 值 ws 关 0 (=1,2,…,z) 时 , 则 问题 (17.8) 的 最 优 


17. 3 ”多 目标 群 决策 问题 的 解 | 伟 


解 是 问题 (17. 6) 的 非 劣 解 ,但 当 至 少 有 一 个 ws =0 时 , 则 问题 (17.8) 的 最 优 和 解 
不 惟一 ,这 些 最 优 解 可 能 会 是 问题 (17. 6) 的 劣 解 . 

现在 的 问题 是 如 何 来 选取 合适 的 权 值 we (FE=12，…，)? 

关于 权 值 (w ,w，…,w。) 的 取 法 可 能 容易 同 决策 人 对 各 属性 的 偏好 联系 在 
一 起 ,如 果 用 (ww ,，…,w,) 来 表示 决策 人 的 偏好 程度 , 则 所 得 的 解 是 最 佳 调和 
解 ( 即 决策 人 最 有 可 能 选用 的 解 ) ,但 未 必 是 问题 的 非 劣 解 . 因此 ,我 们 在 研究 非 
劣 解 时 ,不 考虑 决策 人 的 偏好 , 即 权 值 (wi ,zw ,…，,zw。) 不 具有 任何 价值 意义 , 仅 
仅 作为 寻求 非 劣 解 的 参数 来 考虑 . 

一 般 情况 下 ,可 以 证 明 : 对 于 给 定 的 一 个 权 向 量 w = (zwz,…，2w0) ,如 果 
数量 优化 问题 (17.8) 有 最 优 解 x” , 当 x* 为 (17.8) 的 惟一 解 ,或 ww>0 时 , 则 zx 
是 问题 (17. 6) 的 一 个 非 劣 解 . 即 意 味 着 无 论 目标 函数 /和 可 行 域 世 是 否 为 凸 的， 
只 要 适当 地 选取 权 向 量 w 总 能 得 到 问题 (17.6) 的 一 些 非 劣 解 . 相反 地 ,如 果 目 
标 函 数 扩 和 可 行 域 天 为 凸 的 , 则 对 于 任何 确定 的 非 劣 解 z” ,总 能 找到 权 向 量 Y 
使 x 是 问题 (17. 8 ) 的 最 优 解 . 换言之 ,如 果 目 标 函 数 / 和 可 行 域 X 的 凸 性 条 件 
成 立 , 则 问题 (17.6) 的 所 有 非 劣 解 都 能 从 求解 问题 (17. 8 ) 得 到 . 但 是 ,对 于 给 定 
的 非 劣 解 z ,对 应 的 权 向 量 .w 不 一 定 是 惟一 的 . 

2 约束 法 

约束 法 是 寻求 非 劣 解 的 另 一 种 常用 的 直观 方法 . 对 于 多 目标 决策 问题 
(17.6) ,首先 根据 决策 人 的 偏好 任意 选择 一 个 属性 . 例如 ,第 io 个 属性 太 (zx) 
(1 宏 拓 nm) ,要 求 maxA (zxz) ,然后 考虑 求 约束 问题 (线性 或 非 线性 问题 ) 

maxjs (zz) ， 
1。 弟 =1;2， 有 天 天 加 
的 最 优 解 . 在 一 定 的 条 件 下 ,问题 (17. 9) 的 最 优 解 就 是 原 问题 (17. 6) 的 非 劣 解 ， 
其 中 eg(E=1,2， ,下 和 关 io) 与 x 无 关 的 常数 ,其 要 求 的 条 件 就 是 保证 (17.9) 
有 解 . 
一 般 情 况 下 ,求解 (17.9) 的 问题 ,可 以 通过 相应 的 库 恩 - 塔 克 条 件 实 现 , 即 
X”E 天 ， 


(17.9) 


HiEiCE ) 一 0 ,7 一 1 2，… ,ma， 


MAVAG)+》AVAG )- 之 所 Var ) = 0， 


(zio) 


17.3 ”多 目标 群 决策 问题 的 解 


前 面 所 研究 的 多 目标 决策 问题 ,我们 总 是 假设 决策 人 是 一 个 人 ,但 在 实际 中 
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许多 决策 问题 可 能 会 涉及 多 个 人 (一 群 人 ) 的 利益 ,该 人 群 中 每 一 个 成 员 都 有 权 
参与 问题 决策 方案 的 选择 . 如 何 综合 这 个 群 中 各 成 员 的 利益 使 形成 群 的 意见 ,最 
后 制订 出 决策 方案 ,这 是 一 类 非常 重要 的 群 决策 问题 ， 


17.3.1 多 目标 群 决策 的 数学 模型 


多 目标 群 决策 问题 的 一 般 数学 模型 如 下 : 设 有 一 决策 群 包含 有 ) 个 决策 
人 ,其 中 第 i 个 决策 人 有 ms; 个 目标 分 别 为 2 (z) ,中 (z) AS(r) 于 
(方案 集 ). 在 这 个 决策 问题 中 ,第 ;ii 个 决策 人 的 最 优 决 策 可 归结 为 求 优化 问题 : 
maxi 人 9(z) 和 (ze 人 (z)， (17. 10) 
其 中 站 =1,2，… 
进一步 ,如 果 假 设 每 一 个 决策 人 都 有 相应 的 多 属性 效用 函数 
UDCOz) AD(z) OOz)) (= 1,2，n)， 
则 对 第 ;i 个 决策 人 的 目标 就 是 选择 合适 的 方案 使 其 效用 函数 达到 最 大 , 即 
(17. 10) 式 等 价 为 
大人 《证 和 人生 7 太 全 信访 让 = 
对 于 决策 群 中 的 ”个 决策 人 来 说 都 会 企图 使 自己 的 效用 函数 达到 最 大 , 因 
此 , 群 决策 问题 也 可 以 表示 为 
CA 
(17.11) 
如 果 记 m, 维 向 量 
5 
则 (17. 11) 式 就 可 以 表示 为 
着 人 区 夺 全 各 
特别 地 ,如 果 决 策 群 中 的 每 个 人 的 目标 都 是 一 致 的 , 即 共同 的 目标 函数 为 
瑟 区 -AT 和 人 (Co)] 
则 问题 为 
max| UKz) ) ,DC(Kz)) DCKz) ) (17. 12) 


17. 3.2 ”多 目标 群 决策 问题 的 求解 方法 


多 目标 群 决策 问题 是 非常 复杂 的 ,如 果 不 是 试图 寻求 最 佳 的 调和 解 ,只 求 非 
劣 解 和 帕 雷 托 最 优 解 , 则 问题 可 以 作为 一 个 两 级 优化 问题 来 解决 . 

第 一 级 优化 是 选择 合适 的 方案 使 对 每 一 个 决策 人 都 是 非 劣 的 , 即 不 存在 另 
一 个 方案 使 任何 一 个 决策 人 的 某 一 个 目标 函数 值得 到 改进 , 则 又 不 损害 其 他 的 
目标 函数 值 . 
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第 二 级 优化 是 选择 合适 的 方案 对 于 决策 群 为 帕 雷 托 最 优 , 即 不 存在 另 一 广 
案 对 群 中 的 某 一 个 成 员 产 生 更 大 的 效用 ,而 不 降低 其 他 成 员 的 效用 ， 

这 两 级 优化 问题 必须 同时 求解 ,实际 中 ,具体 的 实现 是 非常 困难 的 ,主要 表 
现在 进行 群 的 价值 判断 时 要 进行 人 与 人 之 间 的 效用 比较 ,这 种 比较 通常 难以 实 
现 ,并 随 着 目标 数目 的 增多 ,困难 也 随 之 增加 ， 

另 一 种 将 多 目标 群 决策 问题 (17. 12) 的 化 为 二 级 优化 问题 的 方法 可 以 回避 
上 述 方法 中 要 进行 人 与 人 之 间 的 效用 比较 的 困难 . 而 是 首先 将 ”个 决策 人 的 目 
标 作为 ”个 子 系统 ,分 别 寻 求 决策 方案 使 他 们 各 自 的 目标 达到 最 优 , 即 求 ” 个 子 
系统 的 优化 问题 : 

msxP( 矿 介 (区 ) 太 多 (村 f 呈 ()) (全 = 1.2，)， 
这 样 所 得 到 的 ”个 决策 方案 xz” E 站 (i = 1,2,…,m) 一 般 不 会 完全 重合 ,因此 ， 
不 能 形成 统一 的 群 最 优 决 策 . 然后 ,设想 在 ”个 决策 人 之 上 还 有 一 个 总 协调 人 ， 
按照 某 种 优化 原则 来 协调 "个 决策 人 之 间 的 矛盾 . 这 样 就 形成 了 一 个 两 级 递 阶 
系统 的 优化 问题 , 即 子 系统 优化 级 和 协调 优化 级 . 目前 ,这 种 方法 对 于 单 目标 的 
群 决策 问题 和 某 些 特殊 的 多 目标 群 决策 问题 已 得 到 了 应 用 ,而 对 于 一 般 的 多 目 
标 群 决策 问题 还 处 于 理论 研究 阶段 . 


17.3.3 同 目 标的 群 决策 问题 的 解法 


下 面 我 们 就 a 个 决策 人 有 相同 的 站 个 目标 ,其 目标 函数 (属性 ) 为 yY2” = 
Jr) (1 =1,2,…, 兽 ) ,于 是 问题 可 以 表示 为 


maxUi(y 7 7) 二 1 ,2，…，P， 〈17. 13 ) 
其 中 ?= [7 ,7 ”wy ”] 表示 问题 的 属性 向 量 ,了 为 方案 集 于 在 目标 函数 
空间 中 的 映射 的 像 集 ( 属性 集 ). 


下 面 我 们 按照 “多 数 规则 ?来 求解 问题 (17. 13 )“”. 

所 谓 的 “多 数 规则 ”: 如 果 ” E 了 是 问题 的 一 个 解 , 则 不 存在 另外 的 了 E 工 
使 决策 群 中 有 一 半 以 上 的 人 认为 ?>y” ,所 有 这 样 的 解 的 全 体 构成 的 集合 记 作 
C , 称 为 多 数 核 . 即 

C = jy”E 了 | 不 存在 ?7E 了 使 丰 (?) > U(O”) ,对 于 /2 以 上 的 人 上 

如 果 把 限制 在 对 应 的 非 劣 解 的 集 内 ,可 以 用 17.2 节 中 的 约束 法 求 非 少 
解 , 则 

max 万 (z) ， 
光 和 >yoD (=1,2,…, 站 -1). 
由 此 可 以 求 得 属性 y'” 为 其 他 属性 7 ,y7” ,…,yY ”的 函数 , 即 


(m) (2) 
3 


yt = 20(Y yy 0 
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将 其 代入 (17.13) 式 中 有 


的 由 i070 ,7 机 ,07 YY 了 ,7 ) ) ( 二 1,2，…,) 9 


JFz) 2 = 12，m 一 1)， 
(17. 14) 

如 果 仍 记 ? 了 = [yo ,y2 ,yo ,相应 的 属性 集 为 " , 即 此 处 的 了 E 
Y , 则 将 问题 (17. 14) 与 (17. 13 ) 相 比 较 , 变 量 的 个 数 减少 了 一 个 ,从 而 使 问题 
简化 了 ,这样 可 以 继续 做 下 去 . 如 果 我 们 已 求 得 一 个 或 多 个 了 E 了 ”和 zw(7”) 
使 ?9”E C, 即 得 到 了 问题 的 多 数 核 . 

实际 上 ,可 以 证 明 :"“” 当 决策 人 数 为 奇数 时 ,多 数 核 只 有 一 点 ; 当 决 策 人 数 
为 偶数 时 ,多 数 核 将 是 一 个 点 集 . 并 且 , 当 普 >2 时 ,在 一 定 的 条 件 下 ,多 目标 群 
决策 问题 的 多 数 核 是 存在 的 . 


17.4 股份制 公 司 的 综合 投资 问题 


17.4.1 问题 的 提出 


对 于 股份 制 公司 (或 企业 ) 而 言 ,每 年 都 要 召开 股东 大 会 ,研究 确定 下 一 年 
度 的 投资 方案 ,使 其 利用 有 限 的 资金 获取 最 大 的 投资 收益 和 最 小 的 风险 . 对 于 每 
一 个 股东 ,将 会 根据 自己 的 利益 在 可 能 的 投资 方案 中 总 是 选择 对 自己 有 利 的 方 
案 ,董事 会 将 综合 各 股东 的 意见 和 所 持 股 份 做 出 最 后 的 投资 决策 方案 . 这 是 一 类 
非常 有 代表 性 的 问题 ,一般 的 问题 可 以 描述 如 下 : 
设 某 股份 公司 (或 企业 ) 有 个 股东 ,每 个 股东 所 持 股份 的 比例 分 别 为 % 
(下 =1,2,…,m). 公司 计划 投入 M 万 元 资金 用 于 下 一 年 度 W 个 预选 项 目的 投资 ， 
对 任何 一 个 投资 项 目 都 是 风险 与 收益 并 存 ,而 且 风 险 随 着 收益 的 增加 而 增 大 . 实 
际 中 ,每 个 项 目的 收益 和 风险 都 与 一 些 不 确定 的 因素 有 关 ( 即 可 视 为 随机 变 
量 ) ,其 期 望 值 分 别 为 忆 ,rm (=1,2,…,N). 董事会 规定 ,如 果 确 定投 资 某 一 个 
项 目 , 则 该 项 目 至 少 投资 m 万 元 . 现在 的 问题 是 :董事 会 如 何 充分 考虑 公司 的 利 
益 和 综合 各 股东 的 意见 做 出 最 后 的 投资 决策 方案 . 


17. 4. 2 ”问题 的 分 析 与 假设 


根据 这 类 问题 的 实际 情况 ,首先 给 出 如 下 的 假设 : 

(1) 每 一 个 投资 项 目的 收益 都 是 相互 独立 的 随机 变量 , 记 为 R (= 1， 
2,…,N) , 即 任意 两 个 投资 项 目的 收益 互 不 影响 ,只 受 某 些 不 确定 因素 的 影响 ; 

(2) 风险 与 收益 并 存 ,而 且 高 收益 伴随 着 高 风险 ; 
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(3) 每 个 股东 都 是 独立 的 、 理 性 的 决策 者 ,而 且 各 股东 在 公司 的 地 位 受 其 股 
份 的 影响 . 

根据 如 上 的 假设 ,每 个 投资 项 目 收益 丸 ; 的 期 望 为 妃 (R) =P =1,2，， 
N) , 称 其 为 收益 率 ; 用 方差 D(R) =m (i=1,2,…,N) 表 示 相 应 的 投资 风险 率 . 
最 佳 的 投资 方案 应 该 是 在 充分 考虑 公司 的 利益 和 各 股东 意见 的 基础 上 ,使 得 总 
的 投资 收益 最 大 ,而 相应 的 风险 最 小 . 


17. 4.3 ”多 目标 决策 模型 
设 第 ;个 项 目的 投资 金额 占 总 投资 金额 的 比率 为 5 (i=1,2,,N) , 则 “=0 
或 者 号 < 光 <1 (i=1,2,…，,N) ,其 综合 投资 方案 的 总 收益 为 R_ = “Ri ,总 收益 


率 为 已 (R) = 2 xiE(R,) 三 xipi- 由 假设 (1) 知 Cov(R 六) =0 (关门 , 则 总 


1=1 


风险 率 为 D(R) = 2 xiD(R) = 2 于 是 ,建立 多 目标 决策 数学 模型 ; 
max wp 


作 
mi 之 ni， (17， 15 ) 
和 = 0 或 m/M < 妇 <1 (= 1,2,…,V)， 


汪 二 
实际 中 ,公司 对 投资 方案 会 有 一 个 期 望 收益 目标 值 pp 和 所 能 承受 的 风险 值 
nm ,但 由 于 受 不 确定 因素 影响 ,实际 方案 的 收益 和 风险 与 其 目标 值 可 能 会 有 一 定 
的 偏差. 因此 ,我 们 可 以 将 模型 转化 为 下 面 的 目标 规划 模型 : 
min(d + Ad ) ， 


AN 
xipi + 中 -di = Po， 
上 


有 
交 时 避 7 
外 入 2 (17. 16) 


xi =0 或 m/[/Msxis<l(=1,2，…,N)， 


由 ,对 >0 且 本 :二 =00=12)， 


了 


其 中 A 表示 收益 与 风险 之 间 的 转化 率 , 即 二 者 重要 程度 的 量化 ,po,re 和 和 都 是 
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待定 常数 ， 
17. 4.4 “ 群 决策 模型 


在 模型 (17. 16) 中 ,常数 mo,re 和 A 的 确定 成 为 求解 的 关键 ,为 此 需要 利用 
群 决策 的 方法 ,由 董事 会 综合 每 个 股东 的 意见 和 相应 的 股份 加 权 确 定 ， 

人 
的 ,分 别 记 为 pure 和 A+ (FE=1,2,…,m). 由 于 所 持 股份 的 差异 ,他们 所 处 的 地 
位 也 是 不 同 的 ,因此 ,董事 会 应 记 杭 所 委 几 未 交 影 放 才 适当 地 请 放 才能 和 2 
( 开 =1,2,…,a) ,综合 各 股东 意见 的 加 权 和 得 到 这 三 个 指标 , 即 


Po = 并 wpu， 7o 三 袜 wm， A = ee 《17. 17) 
下 面 利 用 群 决策 的 理论 和 方法 来 确定 决策 权 值 ok(E =1,2，…，,m). 
首先 ,由 每 个 股东 根据 其 他 股东 的 股份 和 业绩 等 因素 给 出 相应 的 评价 ， 即 各 
股东 之 间 可 以 相互 给 定 一 个 评价 权 值 cu, 且 0 友 our 么 1,ou =0， 了 au = 1(F， 
| 


1 = 1,2,…,a 法 夫 四 一 个 股东 的 评价 权 值 的 大 小 反映 出 其 他 股东 对 该 股东 在 
决策 中 所 起 作用 的 信任 度 . 
另 一 方面 ,要 充分 考虑 股东 所 持 股份 多 少 的 作用 ,于 是 ,对 股东 持 有 股份 的 


数量 进行 标准 化 , 令 呈 = sa/ 袜 %(4 = 1,2，… :一 个 合适 的 决策 权 值 应 该 与 
其 他 股东 对 其 评价 权 值 相差 不 大 ,同时 要 考虑 到 各 股东 的 地 位 , 故 求 二 者 的 加 权 
偏差 平方 和 的 最 小 化 问题 

min 本 = 了 了 S (zol -on 六 ， 


0 入 or 和 lou =0 ou =1 (EL = 12 沈 关 1)， 
| We (17. 18) 


纪 30 (5 =,2,…)). 
不 妨 设 问题 (17. 18 ) 的 解 为 0 
0 三 人 二 1,2，…, 导 ). 


事实 上 , 令 
2 


910 


2 》 son) =0 (下 过 52 
?=1 


可 得 w” = 之 5 (E = 1,2,…,m) , 且 对 应 目标 函数 的 海 赛 (Hesse) 矩阵 是 正定 
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的 ,所 以 wy = 立 saw (FE = 1.2,…) 是 问题 (17.18) 的 解 , 即 表示 各 股东 在 充分 


考虑 持 有 股份 的 前 提 下 其 他 各 股东 给 予 的 客观 评价 权 值 . 一 个 股东 的 决策 权 值 应 由 
所 持 股份 的 比率 和 其 他 股东 的 评价 权 值 两 部 分 确定 . 因此 ,我 们 定义 决策 权 值 为 


罗阳 (E=12，m， (17. 19) 
1=1 


这 里 让 wk = 工 将 (17.19) 式 代 和 人 (17.17) 式 得 po,rm 和 A, 再 把 Po,r 和 从 代 人 


目标 规划 模型 (17. 16) 求解 得 组 合 投资 比例 为 工 = (2 ,xz，…，,xw)，, 即 为 各 投资 
项 目的 资金 占 总 投资 金额 的 比率 ,其 投资 金额 为 MX 


17. 4.$ “模型 的 应 用 


设 某 上 市 公司 董事 会 现 有 十 大 股东 , 持 股 比例 如 表 17 -| 
表 17 -1 十 大 股东 的 持 股 比例 


区 鲁 攻 恒 医 划 区 测 认 基 攻 到 医 则 区 天 
aalislalialwlsslsslas 


该 公司 计划 用 8 000 万 元 资金 用 于 下 一 年 度 的 项 目 投资 ,初步 方案 有 五 个 
候选 项 目 , 其 相应 的 期 望 收益 率 和 投资 风险 率 如 表 17 -2 所 示 . 
表 17 -2 投资 项 目的 收益 与 凤 险 


董事 会 规定 ,如 果 确 定 某 个 投资 项 目 , 则 其 项 目 投资 额 至 少 100 万 元 ， 
不 妨 设 各 股东 之 间 的 相互 评价 权 值 矩 阵 为 

0.23 0.16 0.08 0.10 0.10 0.14 0.04 0.04 0.11 
0.13 0.12 0.08 0.11 0.12 0.03 0.02 0.03 
.14 0 0.17 0.13 0.14 0.04 0.08 0.06 0.06 
.21 0.16 0 0.11 0.04 0.02 0.10 0.11 0.07 














持 股 比例 % 0.4 










TI 
一 
v 属 

Se 
己 
\ 尼 


4 - 17 0.16 0.19 0.08 0 0.153 0.02 0.06 0.05 0.12 
0.08 0.19 0.03 0 0.11 0.153 0.10 0.07 
16 0.18 0.10 0.10 0.13 0.14 0 0.06 0.06 0.09 
16 0.16 0.18 0.10 0.10 0.13 0.10 0 0.03 0.02 
17 0.18 0.15 0.16 0.10 0.05 0.04 0.06 0 0. 09 
10 0.13 0.:13 0.13 0.04 0.10 0.15 0.15 0.06 0 
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由 《17.18) 式 和 (17. 19) 式 计算 得 各 股东 的 决策 权 值 如 表 17 -3 所 示 , 各 股 
东 的 期 望 收 益 率 、 承 受 风险 率 和 二 者 的 转化 率 取 值 如 表 17 - 4. 
表 17 -3 十 大 股东 的 评价 权 值 


下 四 区 贡 医 浊 攻 项 医 淹 攻 天 区 双 区 其 攻 现 卫 
0. 536 |0. 154 | 0. 105 0. 049 0.033 0.038 10.012 |10. 011 10. 


甫 17 -4 十 大 股东 的 收益 率 ` 风 险 率 和 转化 率 






决策 权 值 罗 















交 国 辐 车轴 辆 关 二 站 攻 
几 ss 


由 (17. 17) 式 计算 得 到 pe =0.159 0,r。 =0.207 3,A =3.520. 将 其 代入 
(17. 16) 式 中 求解 可 得 该 上 市 公司 的 投资 比例 为 不 = (0.140 7,0.350 7,0.294 2， 
0. 114 7,0. 099 8 ) ,五 个 项 目的 投资 金额 为 MX = (1 125,2 806 ,2 354,917 ,798 ) 
《万 元 ) , 即 为 该 公司 下 一 年 度 最 优 的 组 合 投资 方案 . 

由 于 决策 方案 是 依据 公司 各 股东 所 持 股份 \ 综 合 考虑 了 各 股东 的 意见 和 地 
位 ,利用 群 决策 方法 求 得 的 最 优 组 合 投资 方案 ,求解 结果 符合 于 所 有 股东 的 利 
益 ,使 得 公司 的 收益 最 大 ,而 风险 都 在 可 承受 范围 内 . 该 模型 最 突出 的 特点 是 避 
免 了 决策 权 被 一 两 个 大 股东 所 控制 的 不 公平 性 ,充分 体现 了 各 股东 相对 平等 的 
权力 和 地 位 ,这 是 完全 符合 实际 的 . 该 模型 具有 一 定 的 应 用 推广 价值 . 


17.5 ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


〈1) 研究 生 院 综合 评估 问题 一 一 文献 [5 ] :236 一 237 
《2) 三 峡 工 程 的 投资 问题 一 一 文献 [5 ] :412 一 417 
(3) 投入 产 出 问题 一 一 文献 [7] :179 一 190 

〈4) 电力 分 配 问 题 一 一 文献 8] :239 一 242 

(5) 投资 的 收益 和 风险 问题 一 一 文献 [9] :327 一 368 
(6) 公交 车 调度 问题 一 一 文献 [10] :89 一 99 

2， 参 考 文献 

[1] 杨 超 等 . 运筹 学 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004 

[2] 何 坚 勇 . 运筹 学 基础 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,2000 
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[3]《 运 筹 学 ?教材 编写 组 . 运筹 学 . 修订 版 . 北京 : :清华 大 学 出 版 社 ， 1590 

[4] 陈 更. 决策 分 析 . 北京 :科学 出 版 社 ,1997 

[5] 岳 超 源 . 决策 理论 与 方法 . 北京 :科学 出 版 社 ,2003  .， 

[6] 叶 雅 阁 等 . 决策 科学 手册 . 天 津 :天津 科 技 翻译 出 版 社 ,1989 “， 

[7] 唐 焕 文 等 数学 建 模 引 论 . 第 二 版 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2001 

[8] 白 其 峥 . 数学 建 模 案例 分 析 . 北京 :海洋 出 版 社 ,2000 

[9] 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 . 人 
汇编 . 北京 :中国 物价 出 版 社 ,2002 

[10] 吕 鹏 等 . 公交 车 调度 . 工程 数学 学 报 ,2002( 19) 建 模 专辑 ,75 一 80 





图 论 是 运筹 学 的 一 个 重要 分 支 , 它 广 泛 地 应 用 于 物理 学 、 现 代 控 制 论 、 信 息 
论 、 管 理科 学 .计算 机 技术 等 诸多 领域 . 对 于 自然 科学 、 工 程 技术 经济 管 理 和 社 
会 现象 等 诸多 方面 的 问题 ,利用 图 论 的 理论 和 方法 能 够 提供 有 力 的 数学 模型 使 
问题 得 到 解决 . 在 国内 外 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 中 ,与 图 论 的 知识 和 方法 有 关 的 问 
题 已 出 现 多 次 . 在 这 里 我 们 仅 有 针对 性 地 介绍 图 论 的 基本 概 念 和 结论 以 及 相关 


的 有 效 算法 . 
E 18. 1 


18.1.1 图 的 基本 概念 


所 谓 的 图 ,直观 地 讲 就 是 在 平面 上 z 个 点 ,把 其 中 的 一 些 点 对 用 曲线 或 直线 
连接 起 来 ,不 考虑 点 的 位 置 与 连 线 曲直 长 短 ,这 样 形成 一 个 关系 结构 就 是 一 个 
图 . 记 成 C = (Y(C) ,BE(C) ) ,=Y(G) 是 以 上 述 点 为 元 素 的 顶点 集 , 已 =E(C) 是 
以 上 述 连 线 为 元 素 的 边 集 . 

如 果 各 条 边 都 加 上 方向 , 则 称 为 有 向 图 ,否则 称 为 无 向 图 . 如 果 有 的 边 有 方 
向 ,有 的 边 无 方向 , 则 称 为 混合 图 ， 

如 果 任 两 顶点 间 最 多 有 一 条 边 , 且 每 条 边 的 两 个 端点 皆 不 重合 的 图 , 则 称 为 
简单 图 ， 

如 果 图 的 两 顶点 间 有 边 相 连 , 则 称 此 顶点 相 邻 ,每 一 对 顶点 都 相 邻 的 图 称 为 
完全 图 ,否则 称 为 非 完全 图 ,完全 图 记 为 天 |* |. 

若 Y(C) =XUY,XnY= 包 ,| 下 | | 了 | 关 0, 且 下 中 无 相 邻 的 顶点 对 ,了 中 
亦 然 , 则 称 图 6 为 二 分 图 ;特别 地 , 若 对 任意 * E , 则 * 与 了 中 每 个 项 点 相 邻 ， 
则 称 图 C(Y, 匹 ) 为 完全 二 分 图 , 记 为 天 |xz|,|r|: 

设 v"E Y(C) ,是 边 e E 有 CC) 的 端点 , 则 称 " 与 e 相关 联 ,与 顶点 关联 的 边 
数 之 和 称 为 该 顶点 的 次 数 , 记 为 4(>). 可 以 证 明 0 =218(c) |, 且 由 


此 可 知 : 奇 次 顶点 的 总 数 是 偶数 , 即 所 有 顶点 的 次 数 之 和 是 边 数 的 两 倍 . 次 数 为 


18.1 图 |@@ 
奇数 的 顶点 称 为 育 点 ,否则 称 为 候 点 . 

设 砚 =wmeioes…eti 其 中 elE 开 (CC),1s<si<ko ETYCC),0<sJ 三 天 6; 与 
ww- 和 六 关联 , 称 不 是 图 6 的 一 条 道路 ,大 为 路 长 ,om 为 起 点 ,w 为 终点 ;各 边 
相 异 的 道路 称 为 行 迹 ; 各 顶点 相 异 的 道路 称 为 轨道 若 不 是 一 轨道 ,可 记 为 
P(w ,四 ) ;起 点 与 终点 重合 的 道路 称 为 回路 ;起 点 与 终点 重合 的 轨道 称 为 圈 , 即 
对 轨道 P(m,w) 当 w =w 时 成 为 一 圈 ; 图 中 任 两 顶点 分 别 为 某 条 道路 的 起 点 与 
终点 , 称 此 图 为 连通 图 . 屋 1 项 汪 

称 两 顶点 wy 分 别 为 起 点 与 终点 的 最 短 轨道 之 长 为 顶点 ,z 的 距离 ;在 连 
通 二 分 图 开 |x | , |r| 中 ,和 中 两 顶点 之 间 的 距离 为 偶数 ,区 中 的 顶点 与 了 中 的 顶 
点 的 距离 为 奇数 . 并 且 可 以 证 明 下 面 的 定理 ; 

定理 18.1 5 为 二 分 图 的 充 要 条 件 是 C 中 无 长 为 奇数 的 圈 . 


18.1.2 ”最 短路 问题 的 
设 有 给 定 连接 若干 城市 的 公路 网 ， 水 从 指定 城市 到 符 直 市 去 的 最 短路 全 


图 18 - 1 城市 公路 网 示意 图 


建立 这 个 问题 的 数学 模型 如 下 : 

设 任 一 城市 为 图 的 一 个 顶点 "， 连接 任意 两 个 起 市 的 公路 为 图 的 边 ， 记 为 。 
记 w(e) 为 图 的 边 e 之 长 . 对 任意 的 顶点 "E VY(C) ,寻求 轨道 P(w,z) ,使 得 

: 姥 (P(w ,2)) = min{ 歼 ( 忆 ) | ， 

即 从 w 到 ”的 所 有 轨道 长 中 寻求 最 小 的 一 个 . rr(P) 是 猴 道上 和 党 长 之 和 

注 : 若 zo ETY(CC), 当 zz 不 相 邻 时 , 则 2(zz) = +o， : 

”解决 这 一 问题 可 以 用 著名 的 迪克 斯 特 拉 ( Dijkstra) 算 法 - 

Dijkstra 算法 步骤 : 

(1) 令 1o) =0,1(o) = o , 关 00jiSo = [oli=0 和 7 :于 

(2) 对 每 个 丘 $,, 用 min171(v) ,区 ) +W( ,1 代替 La) 设 岂 ,是 1 
使 取 最 小 值 的 $， 中 的 顶点 (3, 是 3; 的 补 集 ) , 令 S = SU los (=0,1， 
2 ， 
(3) 若 ;i= |Y(CC) | -1, 则 停止 ; 若 i< | Y(CC) | -1, 令 =i+1l 转 (2); 
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由 上 述 的 算法 知 ,S; 中 各 顶点 之 标志 Ko) 即 为 w 到 "的 距离 ,又 |Y(C) | < 
o , 故 经 有 限 步 后 F( C) 中 每 个 顶点 都 标志 了 与 w% 的 距离 ,从 而 可 以 找到 mw 到 各 
栅 点 的 最 短 轨道 且 和 0(C1FCc) | ). 


和 5 树 


18.2.1 树 的 基本 概念 
无 图 的 连 咕 图 称 为 树 , 记 为 7 其 一次 顶点 称 为 时; 显然 有 边 的 树 至 少 有 机 


个 叶 . 

若 图 6 满足 (Gy = 了 DT) ,BECT7)EE(CC), 则 称 了 是 图 C 的 生成 树 . 图 C 为 
连通 的 充 要 条 件 是 C 有 生成 树 . 一 个 连通 图 的 生成 树 不 是 惟一 的 ,用 r(C) 表 示 
C 的 生成 树 的 个 数 ， 并 有 下 面 的 凯 莱 (Cayley ) 公 式 ， 

zr(K) =m”” 和 azGCc) =rCG-e)+rCc:e)， 
其 中 天 , 为 导 个 顶点 的 完全 图 ,G -e 为 从 C 中 删除 边 e。 的 图 ,Ce 为 把 e。 的 长 度 
收缩 为 零 得 到 的 图 . 

树 有 下 面 常 用 的 五 个 充 要 条 件 : 

定理 18.2 (1) 6G 是 树 当 且 仅 当 G 中 任意 两 顶点 之 间 有 且 仅 一 条 轨道 

(2) C 是 树 当 且 仅 当 C 中 无 图, 且 | ECc) | = |Y(C) | -1; 

(3) C 是 树 当 且 仅 当 6 为 连通 的 , 且 | 有 CC) | = |KCCc) | -1 

(4) G 是 树 当 且 仅 当 6C 为 连通 的 , 且 对 任 一 边 e E B(C),G -e 为 不 连 
通 的 ; 

(5) 6 是 树 当 且 仅 当 6 中 无 圈 , 且 对 任 一 边 e 乓 (CC) ,G +e 愉 有 一 个 圈 . 

18.2.2 修 路 选 线 问题 

假设 要 修建 连接 若干 个 城市 的 公路 网 ,已 知 站 城 与 了 城 之 间 路 的 造价 为 Cy， 
请 设计 一 条 线路 使 总 的 造价 最 任 ( 如 图 18 -2)… 

这 类 问题 的 数学 模型 就 是 在 连通 的 加 权 图 上 求 权 值 最 小 的 连通 生成 子 图 ， 
所 谓 图 C, 是 图 Gu 的 生成 子 图 是 指 Y(GCo) =Y(G,) ,BE(C,)CE(Co). 显然 , 权 值 
最 小 的 连通 生成 子 图 是 一 个 生成 树 , 即 在 连通 加 权 图 上 求 最 小 的 生成 树 . 解决 这 
人 

Kruskajl 算法 步骤 : 

(1) 选择 边 e E E(C) ,使 得 (el) = mini 

(2) 若 eie ,el 已 选 好 , 则 从 无 (C) - eve,…,ei 中 选取 ei,t, 使 得 

|) 羽 [ ee ] 中 无 圈 ， 





18 -2 城市 公路 网 示意 图 


2) ww(ei) =min; 
(3) 直到 选 得 到 e | we) | - :1 为止. 
其 中 已 [C](E CEBE(CC) ) 称 为 边 子 集 丈 的 导出 子 图 , 它 是 以 五 为 边 集 ,以 天 中 
边 的 端点 为 顶点 的 子 图 . 


和 is.3 遍 历 


所 谓 的 遍历 是 从 连通 图 的 一 个 顶点 出 发 每 边 恰 通 过 一 次 ,或 每 个 顶点 恰 通 
过 一 次 . 这 并 不 是 在 所 有 的 连通 图 上 都 能 实现 的 事情 . 

图 中 含 每 条 边 的 行 迹 称 为 欧 拉 (Euler) 行 迹 ; 闭 欧 拉 行 迹 称 为 欧 拉 回路 ; 含 
欧 拉 回 路 的 图 称 为 欧 拉 图. 

直观 地 讲 , 欧 拉 图 就 是 从 一 个 顶点 出 发 ,每 边 恰 通过 一 次 能 回 到 出 发 点 的 
图 , 即 不 重复 地 行 遍 所 有 的 边 再 回 到 出 发 点 . 关于 欧 拉 图 有 下 面 的 结论 . 

定理 18.3 (1) C 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 6 为 连通 图 , 且 每 个 项 点 皆 为 
偶 次 ; 


(2) C 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 C 为 连通 图 , 且 C = U CC 是 圈 ,ECD) mn 
EC) = 纪 ( 们 天 旋 ; 

《3) 6 中 有 欧 拉 行 迹 的 充 要 条 件 是 C 为 连通 图 ， 且 至 多 有 两 个 奇 次 顶点 . 

著名 的 “七 桥 问题 "就 是 由 欧 拉 证 明 答 案 是 否定 的 ,主要 是 七 桥 图 中 的 每 个 
顶点 都 是 奇 次 的 ,由 定理 18.3 的 (1) 可 知 ,七 桥 图 不 是 欧 拉 图 ,因此 ,不 可 能 从 
某 一 地 出 发 ,每 桥 只 经 过 一 次 再 回 到 原 地 . 此 问题 可 归结 为 一 笔画 问题 , 即 能 否 
从 某 一 点 开始 一 笔画 出 这 个 图 形 ,最 后 回 到 原来 的 点 ,而 不 重复 (如 图 18 - 3) 

图 中 含有 所 有 顶点 的 轨道 称 为 哈密 顿 ( Hamilton) 轨 ; 闭 的 哈密 顿 轨 称 为 哈 
密 顿 图 ;含有 哈密 顿 圈 的 图 称 为 哈密 顿 图 . 

直观 地 讲 ,哈密 顿 图 就 是 从 一 个 顶点 出 发 ,每 一 顶点 恰 通 过 一 次 能 回 到 出 发 
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) 


18 -3 七 桥 图 
点 的 图 , 即 不 重复 地 行 遍 所 有 的 顶点 回 到 出 发 点 . 


1s.4 匹 配 


18. 4.1 匹配 的 概念 

若 MECE(C) ,对 任意 ee E Me 与 si(iz 门 无 公共 端点 , 则 称 边 子 集 1 为 
C 中 的 一 个 匹配 ;W 中 一 条 边 的 两 个 端点 称 为 在 M 中 相配 ;M 中 边 的 端点 称 
被 许配 ; 若 6 中 每 个 顶点 皆 被 M 许配 , 则 称 W 为 完备 匹配 ; 若 W 是 6 中 的 一 
个 匹配 ,但 6 中 已 无 匹配 MW' 使 | M' | > | M | , 则 称 是 5 中 的 一 个 最 大 匹配 . 

若 愉 是 6 中 的 匹配 ,G 中 又 有 一 个 轨道 ,其 边 交替 地 在 下 ~- 与 W 中 出 现 ， 
则 称 此 轨道 为 C 中 M 的 交错 轨 ; 若 M 的 交错 轨 的 起 止 顶点 尼 未 被 W 许 配 , 则 称 
此 轨 为 W 可 增 广 轨 . 

MW 是 图 6 中 最 大 匹配 的 充 要 条 件 是 C 中 无 NM 可 增 广 轨 . 


18. 4. 2 ”分派 问 题 


设 某 单位 且 名 工作 人 员 去 完成 ” 项 工作 ,每 人 适合 做 其 中 一 项 或 几 项 工 
作 , 问 能 否 每 人 都 能 分 配 一 项 合适 的 工作 . | 那么 
最 多 有 几 个 人 能 有 适合 自己 的 工作 ? 

这 类 问题 的 数学 模型 是 : 设 6 为 二 分 图 ,顶点 集 KLC) 可 划分 为 风 C) =4U 
Y, 丰 = [zx xs =47i7 yo 分 别 表示 对 个 人 和 项 工作 , 当 且 仅 当 
%i 适合 工作 思 时 ,xi7j E 五 (C) ,现在 的 问题 为 求 C 中 的 最 大 匹配 问题 ， 

解决 这 类 问题 可 用 爱 迪 蒙 斯 (Edmonds) 给 出 的 “匈牙利 算法 “ 

匈牙利 算法 步骤 : 

(1) 从 C 中 取 一 个 初始 匹配 Mi 

(2) 若 玉 已 把 蕊 中 的 顶点 尼 许 配 , 即 W 为 完备 匹配 ， 则 停止; 否则 , 取 工 中 


18.5 图 算 阵 | 个 
未 被 许 配 的 一 个 顶点 ", 记 S= |oj ,7= 纪 ; 
(3) 若 WCS) = 了 , 则 无 完备 匹配 ,停止 ;否则 取 7y E NGCS) -了 Ti; 
(4) 若 y 是 被 W 许配 的 , 则 可 设 yz E M, 用 Su | zi 代替 S,7TU 17} 代替 了， 
转 (3) ;否则 ,了 到 可 增 广 轨 P(z,y) ,用 "对称 差 ”M -无 ( 忆 ) 代 替 M, 转 (2). 
这 一 算法 主要 是 把 初始 匹配 通过 可 增 广 轨 逐 次 增 广 至 得 到 最 大 匹配 为 止 . 
如 果 要 求 每 个 人 都 必须 分 配 到 一 份 适合 的 工作 , 则 这 是 求 二 分 图 的 完全 匹 


配 问 题 . 
和 1s.5 和 矩阵 


18. .1 图 和 矩阵 的 概念 


设 有 图 C ,顶点 集 为 YUC) , 边 集 为 歼 (C). 令 
E 无 (C)， 
”toow 丘 (CC)， 
其 中 mw E CC) , 则 称 和 矩阵 44C) = (or) | wo | x | we | 为 图 C 的 邻接 矩阵 . 即 
仅 当 顶点 己 与 必 之 间 有 边 eg =wiv 相连 时 ,邻接 矩阵 中 的 元 ay = 1. 
设 
人 
0,2; 与 e 不 关联 ， 
其 中 必 E 凡 C) ,6 ES 有 EC) , 则 称 和 矩阵 恕 (C) = (好 ) |we | x | we | 为 图 C 的 关 
联 矩 阵 (C 为 无 向 图 ). 即 仅 当 顶 点 汪 是 e 的 端点 时 ,关联 矩阵 中 的 元 0 = 上 | 
从 关联 矩阵 中 C) 中 任 删除 一 行 得 到 的 矩阵 称 为 基本 关联 矩阵 , 且 有 下 面 
的 结论 : 
定理 18.4 (1) 若 6 为 连通 图 , 则 关联 矩阵 的 秩 为 r(B(CCG)) = | 7(C) | -1; 
(2) 若 吾 (CC) 是 基本 关联 矩阵 , 则 c 为 连通 的 充 要 条 件 是 r(BrCC)) = 
[YXc) | -1; 
(3) eeooei(r= |YCCc) | -1) 是 图 G 的 生成 树 的 边 , 当 且 仅 当 这 些 边 
在 8(C) 中 对 应 的 列 构成 的 行列 式 不 为 0; 
(4) 4 (C) 中 守 行 7 列 元 表示 6 中 从 到 凡 的 长 为 天 的 道路 的 条 数 . 


18. 5.2 ， 非 循环 比赛 中 的 实力 问题 


设 有 个 参赛 队 以 非 循 环 方式 进行 某 种 比赛 ,如 何 评价 各 参赛 队 的 实力 ? 
这 类 问题 的 数学 模型 为 : 设 以 壮 个 参赛 队 wm ,mm ，,…，,z 为 图 C 的 顶点 , 若 参 
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赛 队 w 战胜 参赛 队 ,或 战 平 , 则 从 顶点 w 到 几 连 一 条 有 向 边 ww, 则 可 得 一 个 
有 向 图 6. 写 出 邻接 矩阵 44(C) = (ac )。。， 令 
ai(F) = @09) 十 CO 二 … 十 ao) ， 
其 中 ac 入 是 矩阵 44(C) 中 第 站 行 第 7 了 列 元 小 为 从 二 到 的 长 . 
当 ai(k) >w(k) 时 ,表明 参赛 队 ww 的 实力 优 于 几 , 令 
ai(1) 


则 灰 芒 称 为 参赛 队 w 的 实力 指数 , 矿 ; ) 越 大 ， 其 实力 就 越 强 ， 


]1s. 6 婚配 问 题 


现 有 对 年 龄 相当 的 青年 男女 ,每 个 人 的 基本 条 件 都 不 相同 ,每 个 人 的 择偶 
条 件 也 不 尽 相 同 . 任意 一 对 男女 青年 配对 ,都 有 相应 的 成 功率 . 给 出 合适 的 配对 
方案 ,使 得 : 

(1) 总 的 配对 成 功率 尽 可 能 地 高 ; 

〈2) 对 男女 青年 都 配对 成 功 的 成 功率 最 大 . 

1 问题 的 分 析 

因为 实际 中 任何 一 对 男女 青年 都 有 配对 成 功 与 不 成 功 的 可 能 性 ,所 谓 的 
“成 功率 ” ,就 是 男女 双方 最 终 配对 成 功 的 概率 . 对 问题 (1) ,要 使 总 的 配对 成 功 
率 尽 可 能 地 高 ,也 就 是 给 出 一 种 方案 ,使 得 男女 青年 配对 成 功 的 概率 之 和 最 高 . 
对 问题 2) 要 求 给 出 一 种 使 对 男女 青年 都 能 配对 成 功 的 方案 ,使 得 这 种 可 能 
性 (概率 ) 最 大 ,即使 得 每 一 对 男女 成 功 的 概率 之 积 最 大 . 

2 模型 的 假设 

假设 第 守 名 男 青年 和 第 7 名 女 青年 的 配对 成 功 的 概率 为 , 当 第 名 男 青年 
和 第 /7 名 女 青年 能 够 配对 时 y =1 ,否则 =0 《zy =1)2，…P) 

3. 模型 的 建立 

问题 (1) : 

根据 这 一 问题 的 特性 ,将 二 对 男女 青年 组 成 的 集合 三 和 了 作为 二 部 集 , 即 
作为 二 分 图 C = (了 , 环 ) 的 顶点 集 , 当 一 对 男女 能 够 配对 时 ,两 者 之 间 连 一 条 线 作 
为 二 分 图 的 边 ,相互 之 间 的 配对 成 功 的 概率 玉 为 对 应 边 的 权重 . 于 是 问题 就 是 
求 赋 权 二 分 图 的 最 大 匹配 问题 ,如 图 18 -4. 

总 配对 成 功 的 概率 为 

max 已 = 汪 


1 7=1 


18.6 婚配 问题 |@@ 


召 


更 


G， G， G; G 


图 18 -4 二 分 图 的 示意 图 
问题 (2) : 
类 似 地 , 求 上 述 的 赋 权 二 分 图 的 最 优 匹配 问题 ,m 对 男女 青年 都 配对 成 功 的 
成 功率 可 以 表示 为 


4 模型 的 求解 
问题 (1) 可 用 “匈牙利 算法 "直接 求解 ;而 问题 (2) 首 先 对 目标 函数 做 线性 
化 处 理 , 即 借鉴 于 最 大 似 然 法 求 极 值 的 方法 , 令 By =In(P) ,然后 ,考虑 相应 的 


维 办 


目标 函数 max P = 》 > Bixy ,同样 用 “匈牙利 算法 "求解 ,所 得 的 最 优 解 也 就 


是 原 问题 的 最 优 解 . 
, 例如: 设 有 10 对 男女 青年 ,已 知 配对 成 功率 矩阵 为 


0. 832 0. 808 0. 804 0.832 0.884 0.884 0.788 0.84 0.84 0.788 
0.916 0.644 0.84 0.884 1 0.884 0 0. 936 0. 852 0. 82 
0.744 0.724 0.772 0.744 0.756 0.704 0.704 0.72 0.636 0.712 
1 0. 852 0.804 1 0.916 0.872 0.832 0.936 0.84 0.84 
C - 0. 936 0. 656 0.772 0.904 0.884 0. 852 0.644 0.884 0. 832 0. 84 
0.808 0.676 0.72 0.688 0.72 0.72 0 0.772 0.788 0. 756 
0.936 0.644 0.84 0.936 0.884 0.84 0 0. 968 0.84 0.82 
0. 968 0. 704 0.788 0.916 0.936 0.884 0.644 0.884 0.832 0. 884 
0.916 0.756 0.72 0.84 0.84 0.84 0.676 0.872 0.852 0. 872 
0.748 0. 688 0. 788 0.768 0.724 0. 656 0. 608 0.724 0. 6044 0. 704 


问题 (1) : 用 MATLAB 编程 求解 可 得 到 配对 结果 为 
ne 人 
5498103 271.6 
最 大 总 成 功率 为 已 =8.748 0. 
问题 (2) : 同样 用 MATLAB 求解 可 得 配对 结果 为 
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让 2 
549811067 3 2 
其 都 配对 的 成 功率 为 尸 =0.247 4 

注 : 矩阵 C 中 有 0 元 ,但 MATLAB 能 处 理 对 0 取 对 数 的 情形 . 因为 是 最 大 化 
问题 , 易 知 0 元 的 存在 对 最 优 解 不 会 产生 影响 ， 
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设 一 种 锁具 有 五 个 槽 ,每 个 槽 有 六 种 高 度 , 但 要 求 必须 有 两 个 不 同 槽 高 ,而 
且 相 邻 两 个 槽 的 高 度 不 能 为 3. 两 个 锁具 能 够 互 开 , 当 且 仅 当 有 四 个 对 应 的 槽 高 
度 相同 ,最 后 一 个 槽 高 度 差 1. 销售 时 每 60 个 锁具 装 一 箱 , 求 出 最 大 不 能 互 开 的 
锁具 数 ， 

首先 ,我们 知道 满足 要 求 的 合格 锁具 共 5 880 种 组 合 , 可 令 (xixp,xayxa， 
xs ) 表 示 五 个 模 槽 高 分 别 为 za,xa xs,xayxs 的 一 个 锁具 . 记忆 是 所 有 槽 高 之 和 
为 奇数 的 锁具 集合 ,如 是 所 有 槽 高 之 和 为 偶数 的 锁具 集合 . 在 有 奇数 个 模 ,每 个 
槽 有 偶数 高 度 的 情况 下 ,集合 忆 和 已 之 间 存 在 双 射 由 :已 一 囊 ,其 对 应 关系 为 

(Xi Xi MB MMXi5 ) > (和 和 人 2 和 昌 XX 交 ) ， 

其 中 =7-s1=1,2,…;5) ,所 以 已 和 于 各 有 2940 个 元 素 . 然后 ,将 每 个 
合格 锁具 都 看 作 一 个 顶点 ,能 够 互 开 的 两 个 顶点 连 一 条 边 . 可 计算 出 互 开 总 对 数 
为 22 778 ,所 以 共有 22 778 条 边 . 因为 能 互 开 的 锁具 奇偶 性 不 同 , 所 以 下 和 下 
之 间 有 边 相连 ,而 忌 , , 丈 内 部 无 边 相 连 , 即 构成 一 个 二 分 图 . 

最 大 不 能 互 开 锁具 数 , 即 为 此 图 的 最 大 独立 项 点数. 即 

“最 大 独立 顶点 数 = 顶点 总 数 -~ 最 大 对 集 的 边 数 ”， 

由 于 此 图 的 邻接 关系 比较 复杂 ,所 以 从 理论 上 求 出 最 大 对 集 是 很 困难 的 ,在 
这 里 我 们 可 以 用 “匈牙利 算法 "来 求解 二 分 图 的 最 大 独立 顶点 数 , 即 最 大 不 能 互 
开锁 具 数 . 

首先 求 出 总 ,下 和 它们 之 间 的 邻接 抢 阵 丰 , 再 用 MATLAB 求解 可 得 到 最 大 
对 集 e 及 其 边 数 2 940. 所 以 最 大 独立 顶点 数 =5 880 -2 940 =2 940 , 即 为 最 大 不 
能 互 开锁 具 数 . 

类 似 地 ,也 可 以 在 两 个 分 部 顶点 个 数 不 相 等 的 条 件 下 寻求 最 大 对 集 的 问题 , 
这 时 为 了 更 快 求 得 最 大 对 集 ,在 寻找 可 扩 路 时 ,应 该 从 项 点 个 数 较 少 的 分 部 进行 
寻找 , 

譬如 : 若 将 “锁具 装 箱 ” 的 问题 变 为 有 六 个 槽 ,每 个 槽 有 六 个 槽 高 . 此 时 合格 


好 一 





@ 本 案例 选 自 1994 年 中 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 B 题 . 
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锁具 为 35 080 种 , 玉 有 17 720 种 , 且 有 17 360 种 , 互 开 总 对 数 为 168 984. 然 
而 ,邻接 矩阵 的 维 数 为 17 720 x 17 360, 规模 太 大 ,不 能 用 满 矩阵 存储 ,但 在 
MATLAB 中 可 使 用 稀 朴 矩阵 存储 . 可 求 出 最 大 对 集 边 数 为 17 360, 所 以 最 大 独立 
顶点 数 =353 080 -17 360 =17 720. 


18.8 ”参考 案例 与 参考 文献 


1， 参考 案例 

(1) 锁具 装 箱 问 题 一 一 文献 [5] :161 一 166;[9] :57 一 83 

(2) 最 优 截断 切割 问题 一 一 文献 [9] :276 一 326;[6] :134 一 137 

(3) 灾情 巡视 路 线 问 题 一 一 文献 [9] :369 一 409 

(4) 钢管 的 订购 与 运输 问题 一 一 文献 [9] :548 一 554 

(5) 扫 雪 问题 一 一 文献 [7] :351 一 363 

(6) 投资 重点 的 评价 问题 一 一 文献 [8 ] :75 一 81 

2， 参 考 文 献 

[1j《 运 筹 学 ?教材 编写 组 . 运筹 学 . 修订 版 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ,1990 

[2] 杨 超 等 , 运筹 学 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004 

[3] 刁 在 等 等 . 运筹 学 . 第 二 版 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2001 

[4] 朱德 通 . 最 优化 模型 与 实验 .上海 :同济 大 学 出 版 社 ,2003 

[5] 叶 其 孝 . 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 辅导 教材 (二 ). 长 沙 :湖南 教育 出 版 
社 ,1997 

[6] 赵 静 ,但 琦 等 . 数学 建 模 与 数学 实验 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2000 

[7] 李 尚 志 等 . 数学 建 模 竞赛 教程 . 南京 :江苏 教育 出 版 社 ,1996 

[8] 陈 理 荣 . 数学 建 模 导 论 . 北京 :北京 邮电 大 学 出 版 社 ,2000 

[9] 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 . 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 优秀 论文 
汇编 . 北京 :中 国 物 价 出 版 社 ,2002 、 

[10] 常 庭 构 , 韩 中 庚 . 用 “匈牙利 算法 "求解 一 _ 类 最 化 问题 信息 工程 大 学 
学 报 ,2004,5(1) :45 一 49 : 





模糊 数学 是 研究 和 处 理 模糊 现象 的 一 种 数学 方法 , 它 也 同 其 他 的 学 科 一 样 ， 
主要 是 来 源 于 实际 的 需要 . 在 社会 实践 中 ,模糊 概念 (或 现象 ) 无 处 不 在 . 例如 : 
在 日 常生 活 中 的 好 与 坏 、 大 与 小 . 厚 与 薄 、 快 与 慢 、 长 与 短 、 轻 与 重 \ 高 与 低 、 贵 与 
贱 、 软 与 硬 、 深 与 浅 、 美 与 丑 `. 黑 与 白 `. 早 与 晚 . 生 与 熟 、 动 与 静 、 穷 与 富 、 玻 与 密 等 
等 都 包含 着 一 定 的 模糊 概念 . 随 着 科学 技术 的 发 展 , 各 学 科 领 域 对 与 这 些 模糊 概 
念 有 关 的 实际 问题 往往 都 需要 给 出 定量 的 分 析 ,因此 ,这 就 要 求人 们 研究 和 处 理 
这 些 模糊 概念 (或 现象 ) 的 数学 方法 . 

模糊 数学 是 一 个 较 新 的 现代 应 用 数学 学 科 , 它 是 继 经 典 数学 、 统 计数 学 之 后 
发 展 起 来 的 一 个 新 的 数学 学 科 . 统计 数学 是 将 数学 的 应 用 范围 从 确定 性 的 领域 
”扩大 到 了 不 确定 性 的 领域 , 即 从 必然 现象 到 偶然 现象 ,而 模糊 数学 则 是 把 数学 的 
应 用 范围 从 确定 领域 扩大 到 了 模糊 领域 , 即 从 精确 现象 到 模糊 现象 . 我 们 知道 ， 
在 各 科学 领域 中 ,所 涉及 的 各 种 量 总 是 可 以 分 为 确定 性 的 和 不 确定 性 的 两 大 类 ， 
模糊 数学 就 是 研究 属于 不 确定 性 ,而 又 具有 模糊 性 的 量变 化 规律 的 一 种 数学 
方法 . 

实际 中 ,我 们 处 理 现实 对 象 的 数学 模型 可 以 分 为 三 大 类 :第 一 类 是 确定 性 的 
数学 模型 , 即 模型 的 背景 具有 确定 性 ,对 象 之 间 具 有 必然 的 关系 . 第 二 类 是 随机 
性 的 数学 模型 , 即 模型 的 背景 具有 随机 性 和 偶然 性 , 第 三 类 是 模糊 性 模型 , 即 模 
型 的 背景 及 关系 都 具有 模糊 性 . 我 们 这 里 所 说 的 模糊 数学 建 模 方法 就 是 针对 实 
际 中 具有 模糊 性 的 问题 ,建立 数学 模型 所 需要 的 模糊 数学 的 理论 和 知识 . 


| 19.1 模糊 数学 的 基本 概念 


19.1.1 模糊 集 与 束 属 函数 


1， 模 糊 集 与 隶属 函数 的 概念 

一 般 说 来 ,我 们 对 通常 集合 的 概念 并 不 陌生 ,如果 将 所 讨论 的 对 象限 制 在 一 
定 的 范围 内 ,并 记 所 讨论 的 对 象 全 体 构成 的 集合 为 !, 称 之 为 论 域 , 在 此 ,总 是 假 
设 问 题 的 论 域 是 非 空 的 . 
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如 果 忌 是 论 域 , 则 V 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 称 为 ! 的 寡 集 , 记 作 玉 (DZ). 例 
如 :=jie,bc 则 FFC) = [Ge 寻 cel lab lasc iocyia,pD， 
ci 二 为 了 与 模糊 集 相 区 别 ,在 这 里 称 通常 的 集合 为 普通 集 . 对 于 论 域 0 的 每 一 
个 元 素 x* E D 和 某 一 个 子 集 4CU1, 有 * E4, 或 x 拟 4, 二 者 有 且 仅 有 一 个 成 立 . 
于 是 ,对 于 子 集 4 定义 映射 
1，xGE4， 
HU 一 10,1， 即 凡 (zx) 人 二 全 
则 称 之 为 集合 4 的 特征 函数 ,集合 4 可 以 由 特征 函数 惟一 确定 . 
所 谓 论 域 太 上 的 模糊 集 4 是 指 :对 任意 x E 也 总 以 某 个 程度 w (ws E [0， 
1] ) 属 于 4, 而 非 *E4 或 x 所 4. 也 可 以 将 普通 集 的 特征 函数 的 概念 推广 到 模 
糊 集 , 即 模糊 集 的 隶属 函数 
定义 19.1 设 忌 是 一 个 论 域 , 如 果 给 定 了 一 个 映射 
Ai:1 一 [0,1],xrA(xz) E[0,1]， 
则 就 确定 了 一 个 模糊 集 4 ,其 映射 人 4 称 为 模糊 集 4 的 隶属 函数 ,人 (xz) 称 为 * 对 
模糊 集 4 的 隶属 度 . 使 上 4(*) =0.5 的 点 zxo 称 为 模糊 集 4 的 过 渡 点 , 即 是 模糊 性 
最 大 的 点 . 
对 一 个 确定 的 论 域 ! 可 以 有 多 个 不 同 的 模糊 集 ,记忆 上 的 模糊 集 的 全 体 为 
R(D) ，, 即 
RCI) = {4|mw :7 一 [0,1]}， 
则 屎 ( 忆 就 是 论 域 7 上 的 模糊 守 集 ,显然 F(V) 是 一 个 普通 集合 , 且 SR(DZ). 
2， 模糊 集 的 表示 法 
对 于 有 限 的 论 域 7 = lx ,xz ，…,x,| ,4 是 Z 上 的 任 一 个 模糊 集 , 其 隶属 度 
为 wz) = 1,2，…m)，, 则 模糊 集 的 表示 形式 有 
(1) Zadeh 表示 法 
4 包 (0 -名人 0) 多 (0) ， + 多 


=1 Xi X2 和 Yn 








学 


这 里 * 2 "不 是 分 数 ,“ + "也 不 表示 求 和 ,只 是 符号 , 它 表示 点 对 模糊 集 4 
0 
(2) 序 偶 表示 法 
4 = (ss( 和 )) (sa)) (zi 人 和)) 上 
(3) 向 量 表示 法 
4 = (HUC2zi) AAACza ) CCxn) ). 
对 于 论 域 5 为 无 限 集 的 情况 , 则 以 上 的 模糊 集 4 可 以 表示 为 
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4 = 人 4 人 ,这 里 “| 不 是 积分 号 ,lss ”也 不 是 分 数 


3， 模糊 集 的 运算 
模糊 集 与 普通 集 有 相同 的 运算 和 相应 的 运算 规律 , 
定义 19.2 设 模糊 集 4,B E F(U) ,其 求 属 函数 为 we(xz) ,Na(x)， 
(1) 若 对 任意 x E 0, 有 Ha(z) <w (xz) , 则 称 4 包 含 B, 记 刀 S4; 
(2) 若 4SEB 且 BE4, 则 称 4 与 妃 相 等 , 记 为 有 =4. 
定义 19.3 ” 设 模糊 集 4,B E F(U) ,其 东 属 函数 为 Ai(z) ,As(z) , 则 称 4U 
B 和 4nB 为 4 与 了 的 并 集 和 交集 ; 称 4 为 4 的 补 集 或 余 集 . 它们 的 隶属 函数 分 
别 为 
Huiua(xX) = Ra(x) V Ha(x) = max(H(Y) As(xZ) )， 
Mins(Z) = Hi(z) 人 Ms(xz) = min(A(z) ,Ke(xz) )， 
Hic(z) = 1 工 -HAe(x)， 
其 中 * V” 和 “和 人 ?分别 表示 取 大 算 子 和 取 小 算 子 . 并 且 , 并 和 交 运 算 可 以 直接 推 
广 到 任意 有 限 的 情况 ,同时 也 满足 普通 集 的 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 等 
运算 口 2 24. 


19.1. 2 ”隶属 函数 的 确定 方法 


我 们 知道 ,模糊 数学 的 基本 思想 是 隶属 程度 的 思想 . 应 用 模糊 数学 方法 建立 
数学 模型 的 关键 是 建立 符合 实际 的 隶属 函数 . 然而 ,如 何 确定 一 个 模糊 集 的 隶属 函 
数 至 今 还 是 尚未 完全 解决 的 问题 . 这 里 仅 介 绍 几 种 常用 的 确定 隶属 末 数 的 方法 

1. 模糊 统计 方法 

模糊 统计 方法 可 以 算是 一 种 客观 方法 ,主要 是 基于 模糊 统计 试验 的 基础 上 
根据 隶属 度 的 客观 存在 性 来 确定 的 . 所 谓 的 模糊 统计 试验 必须 包含 下 面 的 四 个 
要 索 : 

(1) 论 域 Ui 

(2) 尽 中 的 一 个 固定 元 素 xo; 

(3) 愉 中 的 一 个 随机 变动 的 集合 4 (普通 集 ) ; 

(4) 也 中 的 一 个 以 4 "作为 弹性 边界 的 模糊 集 4, 对 4 "的 变动 起 着 制约 作 
用 . 其 中 zx E 4 ,或 和 E4* ,致使 % 对 4 的 隶属 关系 是 不 确定 的 . 

假设 我 们 做 " 次 模糊 统计 试验 , 则 可 计算 出 


乞 4 
元 对 让 的 表 属 而 率 二 后生 的 交 政 


事实 上 , 当 不 断 增 大 时 ,隶属 频率 趋 于 稳定 ,其 频率 的 稳定 值 称 为 z 对 4 
的 隶属 度 , 即 
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Ai(xo) = lim 人 


2 指派 方法 
指派 方法 是 一 种 主观 的 方法 , 它 主要 依据 人 们 的 实践 经 验 来 确定 某 些 模糊 集 
隶属 函数 的 一 种 方法 . 如 果 模 糊 集 定义 在 实数 域 R 上 , 则 模糊 集 的 隶属 函数 称 为 
模糊 分 布 . 所 谓 的 指派 方法 就 是 根据 问题 的 性 质 主观 地 选用 某 些 形 式 的 模糊 分 布 ， 
再 依据 实际 测量 数据 确定 其 中 所 包含 的 参数 . 常用 的 模糊 分 布 如 表 19 -| 
表 19 -1 常用 的 模糊 分 布 


下 
次 
抛 
物 
型 
分 
布 


1 
1+a(xz -aa)8 


(a>0,6 >0 且 为 偶数 ) 


A4(x) 二 


(ac>0.8 >0) 
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实际 中 ,根据 问题 对 研究 对 象 的 描述 来 选择 适当 的 模糊 分 布 . 偏 小 型 模糊 分 
布 一 般 适合 于 描述 像 * 小 "、“ 少 "“ 浅 "“ 淡 "“ 冷 "“ 玻 "“ 青 年 "等 偏向 小 的 
程度 的 模糊 现象 . 偏 大 型 模糊 分 布 一 般 适合 于 描述 像 “ 大 "“ 多 "“ 深 "“ 浓 ”、 
“ 热 "“ 密 "“ 老 年 "等 偏向 大 的 程度 的 模糊 现象 . 而 中 间 型 模糊 分 布 一 般 适 合 
于 描述 像 "中 “适中 "“ 不 太 多 "“ 不 太 少 "“ 不 太 深 "“ 不 太 浓 "“ 上 暖和”、 
“中 年 "等 处 于 中 间 状 态 的 模糊 现象 . 但 这 些 方法 所 给 出 的 隶属 函数 都 是 近似 
的 ,应 用 时 需要 对 实际 问题 进行 分 析 ,逐步 地 进行 修改 完善 ,最 后 得 到 近似 程度 
更 好 的 隶属 函数 ， 

3 其 他 方法 

实际 中 ,用 来 确定 模糊 集 的 未 属 函数 的 方法 是 多 种 多 样 的 ,主要 是 根据 问题 
的 实际 意义 来 确定 . 譬如 ,在 经 济 管理 、 社 会 管理 中 ,可 以 直接 借助 于 已 有 的 “ 客 
观 尺度 "作为 模糊 集 的 未 属 度 . 如 果 论 域 0 表示 机 器 设备 ,在 避 上 定义 模糊 集 4 
- “设备 完好 ”, 则 可 以 用 “设备 完好 率 "作为 4 的 隶属 度 . 如 果 局 表示 产品 ,在 
上 定义 模糊 集 4 =“ 质 量 稳定 ”, 则 可 用 产品 的 “正品 率 "作为 4 的 隶属 度 . 如 果 
吕 表 示 家 庭 , 在 0 上 定义 模糊 集 4 =-“ 家 庭 贫 困 ”, 则 可 以 用 Engel 系数 = 
食品 消费 
总 消费 作为 4 的 未 属 度 

另外 ,对 于 有 些 模糊 集 而 言 ,直接 给 出 隶属 度 有 时 是 很 困难 的 ,但 可 以 利用 
所 谓 的 “二 元 对 比 排序 法 "来 确定 , 即 首先 通过 两 两 比较 确定 两 个 元 素 相应 素 属 
度 的 大 小 排出 顺序 ,然后 用 数学 方法 加 工 处 理 得 到 所 需要 的 隶属 函数 


和 19. 2 模糊 关系 与 模糊 矩阵 


了 .2 工 模糊 关系 与 模糊 矩阵 的 概念 


定义 19.4 设 论 域 ,Y, 则 称 乘 积 空间 7 xyY 上 的 一 个 模糊 子 集 刃 E 

F(CUx D 为 从 忌 到 了 的 模糊 关系 . 如 果 民 的 隶属 函数 为 
AR: 世 xT 一 [0,1] (xy7) 一 ARCzy)， 

则 称 隶 属 度 we(x,y) 为 (zx,yY) 关 于 模糊 关系 刃 的 相关 程度 . 

由 于 模糊 关系 就 是 乘积 空间 凡 x 了 上 的 一 个 模糊 子 集 ,因此 ,模糊 关系 同样 
具有 模糊 集 的 运算 及 性 质 . 

设 忆 = jzxa xn = [7y2 yo , 玉 是 由 忆 到 了 的 模糊 关系 ,其 隶 
属 函 数 为 we(x,y) ,对 任意 的 (2,%) Ex7 有 HAa 人 (si 入 ) = 方 EL0,1] =1， 
2,，…mij=1,2,…n), 记 尺 =(m)。 则 及 就 是 所 谓 的 模糊 矩阵 ,于 是 有 下 面 
的 一 般 性 定义 . 
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定义 19. 5 设 和 矩阵 尺 =(m)。, 且 羔 E[0,1] (=1,2, ,mij=1,2,…， 
n) , 则 称 尺 为 模糊 矩阵 . 到 

特别 地 ,如 果 方 E 10,11 (=1,2,…,mij=1)2,…,), 则 称 灵 为 布尔 
(Bool) 和 矩阵 . 

当 本 =1, 或 =1 时 , 则 相应 的 模糊 矩阵 为 丸 = (mm ) ,或 尺 =(r， 
mp…mm) ，, 则 分 别称 为 模糊 行 向 量 和 模糊 列 向 量 . 


192. 2.2 模糊 等 价 与 模糊 相似 


定义 19.6 若 模 糊 关 系 尺 ER(Ixy), 且 满足 

(1) 自 反 性 : uk(xz,z) = 1 

《2)》 对 称 性 : pg(x,yY) =AR(y,x) 

(3) 传递 性 : 及。 及 EC 及 (或 wen(x,y) = Vs(z) AHe(z,y) ) 袜 AR(Yiy))， 


则 称 及 是 V 上 的 一 个 模糊 等 价 关系 ,其 隶属 度 函 数 w(*,y) 表 示 (z,y) 的 相关 
程度 . 

当 论 域 为 凡 = fx ,zx，…,% 时 ,7 上 的 模糊 等 价 关系 可 表示 为 上 xn 阶 模糊 
等 价 矩阵 丸 = (六 ) vv 

定义 19.7 设 论 域 为 V = | xi ,xz ，…，zn} ,7 为 单位 矩阵 ,如 果 模 糊 矩 阵 尺 = 
(rm) xn 满足 

(1) 自 反 性 :7 到 民 ( 或 =12=1,2，…)); 

(2) 对 称 性 : R = 尽 ( 或 方 = 六 和 7=1,2，…n) ; 


(3) 传递 性 : 尺 。 尺 生灵 (或 V (rs A 人 而 ) 科 太 5 = 1 2，…,). 


则 称 丸 为 模糊 等 价 和 矩阵 . 

实际 中 ,要 建立 一 个 模糊 等 价 关 系 或 模糊 等 价 矩 阵 往 往 是 困难 的 ,这 主要 是 
由 于 传递 性 难以 满足 . 但 是 ,对 于 满足 自 反 性 和 对 称 性 的 模糊 关系 丸 与 模糊 矩阵 
R, 则 分 别称 为 模糊 相似 关系 与 模糊 相似 卸 阵 . 


19. 2.3 和 截 矩 阵 与 传递 矩阵 
定义 19.8 设 丸 =(m)。x 为 模糊 矩阵 ,对 任意 的 人 E[0,1]. 
(1) 如 果 令 
1， 
(A) 二 | 
0， 刀 <A 


则 称 有 = (rr(A))。x, 为 灵 的 A 截 矩阵 . 
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(2) 如 果 令 


1 ， | 


-| 


0， 站 和 AU =1,2， 


则 称 R = (mr(A) ) 。, 为 尽 的 A 强 截 矩 阵 . 
显然 ,对 任意 的 A e [0,1] ,A 截 矩阵 是 布尔 矩阵 . 
定义 19.9 设 丸 是 呈 xz 阶 的 模糊 矩阵 ,如 果 满 足 


及 。 玉 三 尺 : 委 灵 ( 或 V (7 人 5) 委 7 一 1,2，…) 球 ) ， 
天 =1 


则 称 尺 为 模 精 传递 矩阵 . 将 包含 尽 的 最 小 的 模糊 传递 矩阵 称 为 灵 的 传递 包 , 记 
为 志 尽 ). 


事实 上 , 对 于 任意 的 模糊 矩阵 尺 = (六 ),， 则 二 R) = R' = 


( V r 如 ) 特别 地 ,当下 为 模糊 相似 矩阵 时 , 则 存在 一 个 最 小 的 自然 数 上 ( 


<m) ,使 得 区 玉 ) = 及 ,对 任意 自然 数 1> 大 都 有 及 = 及 ,此 时 民 尽 ) 一 定 为 模糊 等 


价 矩 阵 ， 
| 19.3 ”模糊 聚 类 分 析 方 法 


在 许多 工程 技术 和 经 济 管理 中 ,常常 需要 对 某 些 指标 按 一 定 的 标准 (相似 
的 程度 、. 亲 玻 关系 等 ) 进 行 分 类 处 理 . 例如 ,根据 生物 的 某 些 性 态 对 其 进行 分 类 、 
根据 空气 的 性 质 对 空气 质量 进行 分 类 ,以 及 工业 上 对 产品 质量 的 分 类 、 工 程 上 对 
工程 规模 的 分 类 、 图 像 识别 中 对 图 形 的 分 类 、 地 质 学 中 对 地 质 土壤 的 分 类 \ 水 次 
源 中 的 水 质 分 类 等 等 . 这 种 对 客观 事物 按 一 定 标准 进行 分 类 的 数学 方法 主要 就 
是 聚 类 分 析 法 ,而 模糊 聚 类 分 析 法 就 是 根据 事物 的 某 些 模糊 性 质 进 行 分 类 的 一 
种 数学 方法 . 下 面 给 出 模糊 聚 类 分 析 方 法 的 一 般 步 又 . 


19. 3.1 数据 标准 化 


(1) 获取 数据 : 设 论 域 ] = | xs ,zx ，…，,x。| 为 所 需 分 类 研究 的 对 象 , 每 个 对 

' 象 又 由 严 个 指标 表示 其 性 态 , 即 和 = jxsa xp，…xai(i=1,2，z) 于 是 ,可 以 
得 问题 的 原始 数据 矩阵 为 全 = (zw)。xm 

(2) 数据 的 标准 化 处 理 : 在 实际 问题 中 的 数据 可 能 有 不 同 的 性 质 和 不 同 的 

量 纲 ,为 了 使 原始 数据 能 够 适合 模糊 聚 类 的 要 求 , 需 要 将 原始 数据 矩阵 4 做 标 

准 化 的 处 理 , 即 通 过 适当 的 数据 变换 和 压缩 ,将 其 转化 为 模糊 矩阵 . 常用 的 方法 
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有 以 下 两 种 : 

(i) 平移 一 标准 差 变 换 

如 果 原 始 数据 之 间 有 不 同 的 量 纲 , 则 可 以 采用 这 种 变换 后 使 每 个 变量 的 均 
值 为 0, 标准 差 为 1, 即 可 以 消除 量 纲 的 差异 的 影响 . 即 令 





Xi 一 
和 = 一 ( = 1 25 , 且 洒 es 1 ,2 ,用 ) ， 
号 
罗 1 
大 1 1 一 一 \212 ，/， 
其 中 和 所 克 铅 写 入 三 | 全 2 《55 -元 )?] (7 到 0 
(ii) 平移 一 极 差 变换 


如 果 经 过 平移 一 标准 差 变 换 后 还 有 某 些 必 E [0,1], 则 还 需 对 其 进行 平 
移 一 极 差 变换 , 即 令 


MX = 一 一 (IJ = 1,2,…，, 冯 )， 


站 ax | X| - 灵 ipn， |x 





显然 所 有 的 允 E[0,1] , 且 也 不 存在 量 纲 因素 的 影响 ,从 而 可 以 得 到 模糊 矩阵 屎 
= 《2X9) xm 

19. 3.2 ”建立 模糊 相似 矩阵 

设 ; 他 域 ! = 后 (=1,2,…,m), 即 数据 抢 
阵 为 4 = (2 ) xm， 如果 Xi 与 和 的 相似 程度 为 7 = 民 (xi yoi) (1 = 1 0 ,用 ) , 则 
称 之 为 相似 系数 ,确定 相似 系数 上 有 多 种 不 同 的 方法 . 

(1) 数量 积 法 : 对 于 % = |xiavxp…xzamlEU 令 M = 了 w “ xj) , 则 

1 ， 1 = 

取 /， = | 1 。 ”显然 |w | E[0,1]. 若 出 现 有 某 些 几 < 0, 可 令 
歼 记 和 “Xp 工 天 几 ， 


= 于 二 , 则 有 中 E[0,1]. 也 可 以 用 平移 一 极 差 变换 将 其 压缩 到 [0,1] 上 ， 


区 


即 可 以 得 到 模糊 相似 矩阵 尽 =【《 户 ) xm 
(2) 夹 角 余 弦 法 : 令 
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则 丸 =( 亲 ) xn 
《3) 相关 系数 法 : 令 





| (ss -去 )(zr 一 万 ) 
一 ee (7 三 1,2,…, 半 ) ， 





(xi 一 元 )“ < 记 (xz 交 元) 


二 = 并 二 
其 中 办 = 亢 台 各 霹 一 元 闷 , 则 尺 三 (rmy ) sxn 
注 : xi = |xa xx 中 的 样本 xx 属于 同一 个 样本 空间 下 (=1)2，…， 


7 ) 


《4) 指数 相似 系数 法 : 令 


琢 2 
7 = exp{ -到 (Cu 一 全 ) 


2 
=1 3 


1 TS 
其 中 = 二 2 (xm 一 下) , 马 二 二 之 各 (= 1,2, mm). 则 尺 = (my) ww- 
| | 


| x， 9 光 记 9 | 中 的 样本 xx 属于 不 同 的 样本 空间 和 ， 即 和 计 全 古 (天 
=1;,2，…，,7ma). 
《5) 最 大 最 小 值 法 : 令 


3 (xia 人 Ar) 
_ 


>》 (xi V Xi ) 


厅 二 了 


7 (xy > 0577 1,2，…, 有 ) ， 


则 丸 =( 六 ) xn 
《6) 算术 平均 值 法 : 令 


> (xs 人 和) 
ka 


1 了 《2 > 03577 三 1 ,2，…, 妹 )， 
玛 亿 (和 + 2 ) 


太 


则 忍 = (rmy) xn 
《7) 几何 平均 值 法 : 令 


(zy > 0 = 1,2，…)) ， 


19. 3 ”模糊 聚 类 分 析 方法 |@@ 
则 尺 =(ry)。xnw 
(8) 绝对 值 倒数 法 : 令 
必 了 = 让 


人 


M(y lz- 大 |) ， 天 记 
421 


其 中 M 为 使 得 所 有 六 全 [0,1](7J=1,2,……) 的 确定 常数 , 则 及 = (7 二 
(9) 绝对 值 指数 法 : 令 


人 exp{ - 了 | xs 一 和 | (7 一 1,2,，…) 妹 ) ， 
则 尺 =(ry)。x 
(10) 海 明 距 离 法 : 令 


站 = 工 - 瑟 .dxixi)， 
(7 二 1,2，… 汉 ) ， 


m 
dx ) 二 2 | xx 一 | 
=1 


其 中 互 为 使 得 所 有 户 E[0,1] (=1,2,…m) 的 确定 常数 . 则 尽 =(〈 记 ) xn 
(11) 欧 氏 距离 法 : 令 


站 =1 -天 dxio)， 


dxiy%j) = 之 (人 


其 中 忆 为 使 得 所 有 方 E[0,1] (=1,2, za) 的 确定 常数 . 则 尽 = 六) mxr 
(12) 切 比 雪夫 距离 法 : 令 


(7 二 1,2，…，, 有 ) ， 





7 二 1 -《@ “dxi Xi) ， 
(7 一 1,2,……，,Pm)， 


聘 
dz) =V oa 一 ax 
k=1 


其 中 @ 为 使 得 所 有 方 E[0,1] (7 =1,2,…，) 的 确定 常数 . 则 尽 =( 户 ) xn 

(13) 主观 评分 法 : 设 有 N 个 专家 组 成 专家 组 |1pi;Pa ,pwj ,让 每 一 位 专 
家 对 所 研究 的 对 象 “ 与 必 相 似 程度 给 出 评价 ,并 对 自己 的 自信 度 作 出 评估 . 如 
果 第 下位 专家 忆 关于 对 象 沁 与 必 的 相似 度 评价 为 上 (FE) ,对 自己 的 自信 度 评估 
为 or( 有 (7=1,2,…,), 则 相关 系数 定义 为 
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了 (ou( .mn(D) 
7 基 二 一 -一 一 (7 二 1 ,2，…，, 丑 ). 


工 o(b 


则 玉 = ER 
综 上 所 述 , 以 上 给 出 了 实际 中 能 够 使 用 的 一 些 方法 ,具体 地 选择 要 根据 具体 
问题 的 性 质 和 使 用 的 方便 来 确定 . 


19.3.3 ” 聚 类 


所 谓 的 聚 类 方法 就 是 依据 模糊 矩阵 将 所 研究 的 对 象 进行 分 类 的 方法 ,对 于 
不 同 的 置信 水 平和 E[0,1], 可 得 不 同 的 分 类 结果 ,从 而 可 以 形成 动态 聚 类 图 ， 
常用 的 方法 可 以 分 为 两 类 ,一 类 是 基于 模糊 等 价 和 矩阵 的 聚 类 方法 , 另 一 类 是 直接 
聚 类 方法 . 

(1) 传递 闭 包 法 

用 上 和 节 的 方法 所 建立 的 模糊 矩阵 届 一 般 只 是 一 个 模糊 相似 矩阵 , 即 尺 不 一 
定 是 模糊 等 价 矩 阵 . 为 此 ,首先 需要 由 尽 来 构造 一 个 模糊 等 价 和 矩阵 尺 ” ,根据 传 
递 闭 包 的 性 质 , 可 以 用 平方 法 求 出 丸 的 传递 包 基尼 ) = 尺 ”, 即 为 一 模糊 等 价 矩 
阵 . 然后 ,由 大 到 小 取 一 组 A E [0,1] 值 ,确定 相应 的 A 截 矩 阵 , 则 可 以 将 其 分 
类 ,同时 也 可 构成 动态 聚 类 图 '…. 

《2) 布尔 矩阵 法 

设 论 域 为 避 = ix,xza ,xn , 灵 是 世上 的 模糊 相似 矩阵 ,对 于 确定 的 A 水 
平 要 求 ! 中 元 素 的 分 类 . 首先 ,由 于 模糊 相似 矩阵 刃 作 出 其 A 截 矩 阵 R = 
《mA) )，, 即 尽 ， 为 布尔 矩阵 . 然后 ,依据 尽 , 中 的 1 元 素 可 以 将 其 分 类 ， 

如 果 尽 \ 为 等 价 矩 阵 , 则 丸 也 为 等 价 矩 阵 , 即 可 以 直接 将 其 分 类 . 

如 果 及 ,不 是 等 价 矩 阵 , 则 首先 按 一 定 的 规则 将 丸 , 改造 成 一 个 等 价 的 布尔 
和 矩阵 ,然后 再 进行 分 类 . 例如 :0 元 素 和 1 0 

〈3) 直接 育 类 法 

所 谓 直 接 聚 类 法 是 一 种 直接 由 模糊 相似 矩阵 求 出 聚 类 图 的 方法 ,具体 步骤 
如 下 : 

1) 取 A, =1( 最 大 值 ) ,对 每 个 作 相 似 类 :[x]x = ioz|m=1l ,即将 满足 
让 =1 的 * 与 % 视 为 一 类 ,构成 相似 类 . 相似 类 与 等 价 类 有 所 不 同 ,不 同 的 相似 
类 可 能 有 公共 元 素 , 即 可 能 有 [xi jan[ 思 jz 关 纪 ,实际 中 ,对 于 这 种 情况 可 以 将 
[xz 与 [zj]z 合并 为 一 类 , 即 可 得 到 A, =1 水 平 上 的 等 价 分 类 . 

2) 取 Az(A:z<Ai) 为 次 大 值 ,从 忍 中 直接 找 出 相似 程度 为 A; 的 元 素 对 (x;， 
%) 即 记 =Az) ,并 相应 地 将 对 应 于 Ai =1 的 等 价 分 类 中 x 与 印 所 在 的 类 合并 
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为 一 类 , 即 可 得 到 A: 水 平 上 的 等 价 分 类 . 
3) 依次 取 A >A; > As > …, 按 第 2) 步 的 方法 依次 类 推 ,直到 合并 到 ! 成 为 
一 类 为 止 , 最 后 可 以 得 到 动态 聚 类 图 . 
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将 事物 的 整体 划分 为 若干 类 型 而 得 到 一 组 标准 模式 ,对 于 一 个 确定 的 对 象 
识别 它 属于 哪 一 类 的 问题 称 为 模式 识别 . 如 果 整 体 被 划分 的 类 型 与 被 识别 的 对 
象 之 中 至 少 有 一 个 是 用 模糊 集 表 示 的 模式 识别 问题 , 则 称 为 模糊 模式 识别 . 实际 
中 有 很 多 问题 都 属于 这 一 类 问题 ,例如 : 像 自动 分 拣 机 对 信件 上 邮政 编码 的 识 
别 ; 医 生 针 对 病人 的 主要 症状 诊断 过 程 ;根据 学 生 的 德 、 智 、 体 等 因素 对 学 生 进行 
分 类 ;对 某 种 产品 等 级 的 分 类 ,以 及 指纹 识别 和 汽车 车 牌号 码 的 识别 等 问题 . 这 
里 主要 介绍 两 种 最 基本 的 模糊 模式 识别 方法 一 一 最 大 隶属 原则 和 择 近 原 则 . 


19. 4.1 模式 识别 中 的 最 大 隶属 原则 

定义 19. 10 设 论 域 7 = [| x， yX2， 多 上 的 严 个 模糊 子 集 4 42，… 
其 隶属 度 函数 为 wu(x)(i=1,2,…, 亚 ) ,而 模糊 向 量 集合 族 4 = 《4 42 ，… 4。 
对 于 普通 向 量 xz = (xf ,的 02 zx2 ) , 则 称 KCr  ) = 和 [as (xf ) 上 为 荆 2) 


对 模糊 向 量 集合 族 4 的 隶属 度 . 
实际 中 向 量 *'”" 对 模糊 向 量 集合 族 4 的 隶属 度 也 可 以 定义 为 4W(z ”) = 


二 (se 

1 最 大 隶属 原则 I 

设 在 论 域 LV = { xi MY2 9 攻 交 | 上 有 7 个 模糊 子 集 41 42 ， 2 ;站 即 7 个 模 
式 ) 一 起 构成 一 个 标准 模式 库 , 若 对 任 一 个 xz”… Ee ,存在 和 (1 科 所 过于) 使 得 
ms(zm) = V us (re )|, 则 可 视 为 xm 相对 隶属 于 4 


2 最 大 隶属 原则 工 
设 在 论 域 ! = | xx ，… ,xz 上 确定 一 个 标准 模式 4 ,对 于 半 个 待 识别 的 对 


5 
4 


象 四 oa， E 局 如果 有 某 个 圈 满 图 in(m) = V lan(s)| (1L<E< 癌 ， 
则 wx 优先 未 属于 4 2 

19. 4.2 ”模式 识别 中 的 择 近 原则 

设 论 域 中 = is ,avm| ,由 局 上 的 严 个 模糊 子 集 4 4，… ,4s( 即 严 个 
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模式 ) 构成 一 个 标准 模式 库 , 对 上 的 另 一 个 模糊 子 集 4o ,问题 是 4 与 4,(i = 1， 
2,…,mm) 中 的 哪 一 个 最 贴近 ? 这 是 另 一 类 模式 识别 问题 ,主要 是 研究 两 个 模糊 
集 的 贴近 程度 . 

1， 贴近 度 的 概念 

设 论 域 上 的 模糊 子 集 4, ,4，E (CD) , 则 定义 


4 。4，= V (CU GZz) AAA(Cx) ) 
为 4 与 4 的 内 积 ;类 似 的 定义 
4@4 = 人 (as(z) VAo(z)) 


为 4; 与 4 的 外 积 . 
定义 19.11 设 有 论 域 Z 上 的 模糊 子 集 4, ,4 E RDZ) , 则 称 


1 
N(4,,4;) = 亏 [4， 4 +(1-4Q@4，))] 


为 4, 与 4 的 贴近 度 . 

显然 ,如 果 4 与 4 的 贴近 度 W(4 ,4: ) 越 大 , 则 说 明 4, 与 4 越 贴近 . 而 且 
贴近 度 有 下 列 性 质 : 

(1) 0 和 N(4, ,4;) 三 1; 

(2) NT ,GOG) =0,NC4,4) =1(V4ERCD)). 

实际 中 ,可 以 用 贴近 度 来 描述 模糊 集 之 间 的 贴近 程度 ,但 是 ,根据 所 研究 问 
题 的 性 质 ,还 可 以 给 出 其 他 形式 的 贴近 度 定义 . 

2 单个 特性 的 择 近 原则 

设 论 域 上 上 的 普 个 模糊 子 集 4 ,4:，…,4。(mm 个 模式 ) 构 成 一 个 标准 模式 
库 {4 ,4 ，…,4。} ,模糊 子 集 4o 为 待 识 别 的 模式 , 若 存在 .如 (1 达 如 大 严 ) 使 得 


NGC4u 4o ) 一 V N(C4:，,4o ) ， 
k=1 


则 4。 与 4 最 贴近 ,或 者 说 把 4。 可 归并 到 4 类 . 

3. 多 个 特性 的 择 近 原则 

根据 实际 问题 的 需要 ,依据 对 象 的 多 个 特性 的 模式 识别 问题 , 即 要 研究 两 个 
模糊 向 量 集 合 族 的 贴近 度 问题 ,可 以 有 多 种 不 同 的 定义 ,常用 的 有 以 下 几 种 
形式 : 

对 于 论 域 Z 上 的 两 个 模糊 向 量 集合 族 4 = (4, ,4:，…,4。) ,有 = (Bi ,B:，…， 
B,.), 则 4 与 引 的 贴近 度 可 定义 为 
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(CD NC4B) = 人 NGC4B 
(2) N(4, 了 B) = V N(4,,B) 
(3) N(4,) = 袜 wN(4B) ,其 中 CQ sf0.1], 且 并 = 1; 


(4) NW(4,B) = V (or " N(48) ) ,其 中 CQ E[0,1], 且 mw = 1 


(5) N(4,B) = V (a 人 N(4Bi)) ,其 中 必 E[0,1], 且 2 ar = |， 


龙 =1 类 三 1 


实际 中 ,选择 哪 一 种 形式 ,完全 根据 实际 问题 的 需要 确定 ,也 可 以 用 其 他 更 
合适 的 形式 . 
多 个 特性 的 择 近 原则 : 设 由 论 域 上 的 王 个 模糊 子 集 4 ,4 ，…,4, 构成 一 
个 标准 模式 库 14, ,4: ,…,4,| ,每 个 模式 4 都 可 用 普 个 特性 描 述 , 即 
4 = (4 4 4)(E = 2，…)). 
待 识别 的 模式 为 4。 = (4u ,4 ，,…，,4o). 如 果 两 个 模糊 向 量 集合 族 的 贴近 度 最 
小 值 为 


PK 二 和 人 NGC4a4o) ( 一 1,2,…，)， 
并 


并 有 自然 数 和 (1 大 名 <n) 使 得 ne = 人 必 , 则 模式 4e 隶属 于 4 


最 后 值得 我 们 注意 的 是 模式 识别 与 模糊 聚 类 分 析 的 关系 和 区 别 . 首先 ,二 者 
都 是 研究 模糊 分 类 问题 的 方法 ,但 二 者 既 有 关联 ,又 有 差别 . 模糊 聚 类 分 析 所 研 
究 的 对 象 是 一 组 样本 ,没事 先 确定 的 模式 标准 ,只 是 根据 对 象 的 特性 进行 适当 的 
分 类 . 而 模糊 模式 识别 所 讨论 的 问题 事先 已 知 若干 标准 模式 ,或 标准 模式 库 , 据 
此 ,对 要 待 识别 的 对 象 进行 识别 ,看 它 应 属于 哪 一 类 . 因此 ,模糊 聚 类 分 析 是 一 种 
无 标准 模式 的 分 类 方法 ,而 模糊 模式 识别 是 一 种 有 标准 模式 的 分 类 方法 ， 

另 一 方面 ,模糊 聚 类 分 析 与 模糊 模式 识别 也 是 有 关系 的 . 实际 中 ,我 们 用 模 
糊 聚 类 分 析 法 进行 判别 、 预 测 的 过 程 , 事 实 上 就 是 模糊 聚 类 与 模糊 识别 综合 运用 
的 过 程 . 模糊 识别 中 的 标准 模式 就 是 在 模糊 聚 类 分 析 过 程 中 得 到 的 , 即 模糊 聚 类 
为 模糊 识别 提供 了 标准 模式 库 . 
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模糊 综合 评判 是 模糊 决策 中 最 常用 的 一 种 有 效 方法 . 在 实际 中 ,常常 需要 对 
一 个 事物 做 出 评价 (或 评估 ) ,一 般 都 涉及 多 个 因素 或 多 个 指标 ,此 时 就 要 求 我 
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们 根据 这 些 因 素 对 事物 做 出 综合 评价 ,这 就 是 所 谓 的 综合 评判 , 即 综合 评判 就 是 
要 对 受 多 个 因素 影响 的 事物 (或 对 象 ) 做 出 全 面 的 评价 , 故 模糊 综合 评判 又 称 为 
模糊 综合 决策 或 模糊 多 元 决策 . 传统 的 评判 方法 有 总 评分 法 和 加 权 评 分 法 . 

总 评分 法 : 根据 评判 对 象 的 评价 项 目 雪 (=1,2,…;,m) ,首先 ,对 每 个 项 目 
确定 出 评价 的 等 级 和 相应 的 评分 数 s(i=1,2,…,m) ,并 将 所 有 项 目的 分 数 求 和 


3 = 2 5， 然后 , 按 总 分 的 大 小 排序 ,从 而 确定 出 方案 的 优 劣 . 


加 权 评 分 法 : 根据 评判 对 象 的 诸多 因素 (或 指标 )u(=1,2,…,zm) 所 处 的 
地 位 或 所 起 的 作用 一 般 不 尽 相同 . 因此 ,引入 权重 的 概念 , 求 其 诸多 因素 (指标 ) 


评分 si=1,2,…，a) 的 加 权 和 3 一 isr 其 中 20; 为 第 ii=1,2,…,) 个 因 
素 (指标 ) 的 权 值 
19. S.1 工 模糊 综合 评判 的 一 般 方法 


1， 模 糊 综合 评判 的 一 般 提 法 

设 忆 = ju ,za 为 研究 对 象 的 种 因素 (或 指标 ) , 称 之 为 因素 集 ( 或 
指标 集 ). F = {w ,wm ，… ,on} 为 诸 因素 (或 指标 ) 的 亚 种 评判 所 构成 的 评判 集 ( 或 
称 评语 集 .评价 集 ` 决 策 集 等 ) ,它们 的 元 素 个 数 和 名 称 均 可 根据 实际 问题 的 需 
要 和 决策 人 主观 确定 . 实际 中 ,很 多 问题 的 因素 评判 集 都 是 模糊 的 ,因此 ,综合 评 
判 应 该 是 Y 上 的 一 个 模糊 子 集 

甩 = (站 mb) EECOTY)， 

其 中 忆 为 评判 w 对 模糊 子 集 B 的 隶属 度 :we(w) = 号 (=1,2,…, 严 )， 即 反映 
了 第 大 种 评判 w 在 综合 评价 中 所 起 的 作用 . 综合 评判 了 L 依 赖 于 各 因素 的 权重 ， 


即 它 应 该 是 驴 上 的 模糊 子 集 4 = (ai,a,…，a)E ECV), 且 2 ao = 1, 其 中 v， 


表示 第 站 种 因素 的 权重 . 于 是 ,当权 重 4 给 定 以 后 , 则 相应 地 就 可 以 给 定 一 个 综 
合 评判 刀 . 

2、 模 糊 综合 评判 的 一 般 步 最 

(1) 确定 因素 集 忆 = ja zz 

(2) 确定 评判 集 耻 = fo mon; 

(3) 确定 模糊 评判 矩阵 尽 =(m) 。m: 

首先 ,对 每 一 个 因素 凡 做 一 个 评判 所 us) (=1,2,…,), 则 可 以 得 忆 到 了 
的 一 个 模糊 映射 . 户 即 

FT 一 PFCD)r> 大 ) = (rayra ram) ERCY)，， 

然后 ,由 模糊 映射 /可 以 诱导 出 模糊 关系 Rr E R(Ux 态 , 即 


19.5 “模糊 综合 评判 方法 | 侈 
Ra) = 大 w)(5) = mi = 1,2, ,mij = 1 ,2 ,… ,mm )， 
因此 ,可 以 确定 出 模糊 评判 矩阵 灵 = (六 )。。 而 且 称 ( 避 ,7, 尺 ) 为 模糊 综合 评判 
模型 ,5 ,Y,R 称 为 该 模型 的 三 要 素 . 
(4) 综合 评判 : 对 于 权重 4 = (al ,ao ,…，*a,)E PCU) ,用 模型 M(A,V ) 取 
最 大 一 最 小 合成 运算 ,可 以 得 到 综合 评判 


玉 =4。 灵 ( 或 忆 一 V (a， 人 厅 ) 洒 7 一 1,2,…，, 即 ) 


注 : 关于 评判 集 了 的 权重 4 =(oi ,oz，…,an) 的 确定 在 综合 评判 中 起 重要 的 
作用 ,通常 情况 下 可 以 由 决策 人 赁 经 验 给 出 ,但 往往 带 有 一 定 的 主观 性 . 要 从 实 
际 出 发 ,或 更 客观 地 反映 实际 情况 可 采用 专家 评估 法 、 加权 统 计 法 和 频数 统计 
法 ,或 更 一 般 的 模糊 协调 决策 法 、 模 糊 关系 方法 等 来 确定 ， 

19. 5.2 综合 评判 模型 的 构成 

如 果 模 糊 综合 评判 模型 为 (U,Y,R) ,对 于 权重 4= (ao，…a)ERCD)， 
模糊 评判 矩阵 为 尺 = (六 )。xw, 则 用 模型 W( 人 A,V ) 运 算得 综合 评判 为 =4 吸 = 


(5 00) E PFC) ,其 中 六 = V (o 人 m) (0 = 1,2，…,m)， 


事实 上 ,由 于 立 w = 1, 对 于 某 些 情况 可 能 会 出 现 w < mm, 即 wAmi= ou 这 
样 可 能 导致 模糊 评判 矩阵 R 中 的 许多 信息 的 丢失 , 即 人 们 对 某 些 因素 凡 所 作 的 
评判 信息 在 决策 中 未 得 到 充分 的 利用 . 从 而 导致 综合 评判 结果 失真, 为 此 ,实际 
中 可 以 对 模型 W( 人,V ) 进 行 改进 . 

(1) 模型 M(。,V ) 法 : 对 于 4= (aaas) E FCDD) 和 玉 = (mh)sn, 风 
用 模型 M(。,V ) 运 算得 且 =4* 及 , 即 记 = V (oem) (= 12，m)， 

(2) 模型 W(A，,+ ) 法 : 对 于 4= (ao sos) E FCD) 和 及 = (m)n, 风 
用 模型 W( 人 ,+ ) 运 算得 昌 =-4x 及 , 即 忆 = (ai An) (= 1.2，m)， 

(3) 模型 NM(。 ,+ ) 法 : 对 于 4= (aos,as)E PCD) 和 尽 =(m)ssn, 则 
用 模型 M(。, + ) 运 算得 且 =4x 及 ,即刻 = 袜 (oem) (0 = 1.2，m)， 


在 实际 应 用 时 , 主因 素 ( 即 权重 最 大 的 因素 ) 在 综合 中 起 主导 作用 时 , 则 可 首 
选 “ 主 因素 决定 型 "模型 M( 人 ,V ); 当 模型 MK(A,V ) 失 效 时 ,再 来 选用 主因 素 
突出 型 "模型 WM(。,V ) 和 于 (人 , + ); 当 需要 对 所 有 因素 的 权重 均衡 时 ,可 选用 加 
权 平均 模型 M(。, + ). 在 模型 的 选择 时 ,还 要 特别 注意 实际 问题 的 需求 . 
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19. 5.3 ”多 层次 模糊 综合 评判 


对 于 实际 中 的 许多 问题 往往 都 是 涉及 因素 多 ,各 因素 的 权重 分 配 较 为 均衡 
的 情况 ,此 时 ,可 采用 将 诸 因素 分 为 若干 个 层次 进行 研究 . 即 首 先 分 别 对 单 层次 
的 各 因素 进行 评判 ,然后 再 对 所 有 的 各 层次 因素 作 综 合 评判 . 这 里 仅 就 两 个 层次 
的 情况 进行 说 明 ,具体 方法 如 下 : 

(1) 将 因素 集 凡 = | ,加 分 成 若干 个 组 局 , 克 ， 7CLI<E<m) 使 


得 = U ,有 且 1nD= 台 zj , 称 5= 7 75 为 一 级 因素 集 . 
不 芒 设 丰 = jia 1G=12， 立 = 中, 称 之 为 二 级 因素 集 
(2) 设 评判 集 = { oo 2 ,对 二 级 因素 集 D, = 二 人 人 ,的 
ni 个 因素 进行 单 因素 评判 , 即 建立 模糊 映射 


有 :大 一 民 了 天) = (= 2 
于 是 得 到 评判 矩阵 为 
人 
国人 
村 本 和 
不 妨 设 丰 = [oa ,az ao 上 的 权重 为 4; = (ol ,oa ,ax ), 则 可 以 求 
得 综合 评判 为 


有 = 4 及 = (82000000)( 人 = 2 大 )， 
其 中 必 "” 由 模型 MCA,V), 或 MCe,V) NA,+) Me，, +) 确定 . 
(3) 对 于 一 级 因素 集 7 = | 忆 , 克 …… 术 | 作 综合 评判 ,不 妨 设 其 权重 4 = (ai， 
aa 4) ,总 评判 矩阵 为 丸 =[B,B:，…， 避 了 , 按 模型 M(A,VI) 或 M(e,VI)、 
MCA,+) Me ，,+) 运 算得 到 综合 评判 如 =4 吸 =(b bp)E 亚 (及 )， 


秆 19. 6 ”中介 服务 机 构 的 信誉 评估 问题 29] 


19.6.1 问题 的 提出 


近年 来 ,社会 上 出 现 了 很 多 不 同 规模 \ 不 同性 质 的 中 介 服 务 机 构 ,但 目前 还 
缺少 规范 统一 管理 的 政策 和 法 规 , 有 些 地 方 由 此 产生 了 许多 社会 问题 . 为 了 加 强 
对 这 些 机 构 的 管理 ,政府 有 关 部 门 需要 对 这 些 机 构 的 “信誉 做 出 客观 地 评价 ， 
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以 便 制 定 相应 的 政策 和 法 规 . 

， 据 调查 ,影响 “信誉 "的 因素 有 (1) 遵 纪 守 法 情况 \2) 纳税 情况 \3) 奖 惩 情 
况 4) 治安 情况 5) 履行 合同 情况 6) 中 介 成 功率 7) 纠纷 情况 8 ) 服务 质 
量 `、(9) 客 户 意见 〈10) 社 会 效益 (11) 机 构 影 响 〈12) 公 益 事 业 、\13 ) 内 部 管 
理 14) 经 济 情况 15) 服务 项 目 等 . 

现在 的 问题 是 依据 这 些 定量 或 定性 因素 的 具体 含义 ,建立 对 中 介 服 务 机构 
“ 信 准 "的 评估 模型 ,并 给 政府 主管 部 门 提出 实施 建议 ，. 


19.6.2 问题 的 分 析 与 假设 


首先 ,我 们 注意 到 ”信誉 本身 就 是 一 个 模糊 的 概念 ,与 之 相关 的 15 个 因素 
有 些 是 定量 的 ,有 些 是 定性 的 ,对 “信誉 影响 的 程度 不 尽 相 同 ,而 且 , 具 有 不 同 
的 实际 含义 . 为 此 ,我 们 可 以 用 综合 模糊 评判 方法 对 中 介 服 务 机 构 的 信誉 给 出 一 
种 综合 评估 方案 . 

考虑 到 各 因素 之 间 的 关系 , 按 因素 的 不 同性 质 分 为 四 个 因素 集 ( 即 主 
要 因素 ) : 

机 构 的 法 纪 情况 :4= {(1),(2),(3) 4) 

机 构 的 业务 情况 :B = |(5),(6),(7),(8),(9)1; 

机 构 的 社会 效应 :C = | (10),(11),(12)|; 

机 构 的 内 部 情况 :D= {(13),(14) ,(15) | 

根据 问题 的 实际 情况 ,对 四 个 因素 集中 的 15 个 二 级 因素 ,又 可 以 分 为 31 个 
三 级 因素 (如 表 19 -2) ,对 每 个 三 级 因素 都 可 给 出 一 个 评判 集 , 相 应 地 可 以 构造 
出 二 级 因素 的 模糊 矩阵 和 各 因素 的 权 向 量 ,确定 出 各 主要 因素 的 隶属 度 ,从 而 可 
求 出 服务 机 构 的 信誉 度 ,对 服务 机 构 的 信誉 给 出 客观 的 评价 . 

表 19 -2 各 级 因素 及 其 权 值 
















| (4 ) 经 营 活 动 
(4 ) 财 务 制度 
(4 ) 所 纳税 与 应 纳税 的 比率 
































法 (42 ) 逃税 次 数 
纪 | 情况 (4 ) 迷 税 罚金 与 所 纳税 的 比率 
遇 (4 ) 奖 励 的 次 数 
站 (4 ) 惩罚 的 次 数 
(4 ) 发 生 治安 案件 的 次 数 
情 况 (4 ) 发 生 刑事 案件 的 次 数 oo 0.6 
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续 表 
主要 因素 | 二 级 因素 | 权重 | 模糊 矩阵 三 级 因 素 权 重 
(8 履行 ，_ | (B,, ) 懂 行 合同 与 全 部 合同 比率 0 =0.6 
合同 情况 | ”| (B,。) 主动 违约 占 合同 的 比率 0 =0.4 
(B,) (B, ) 中 介 服 务 的 成 功率 5 =0.6 
(B) | 纳税 | 刀 =0.2| Rno |(B。) 因 机 构 原 因 不 成 功 事 件 的 占 全 
业 0 =0. 4 
四 情 况 部 不 成 功 事件 的 比率 
; 殖 名 pb =0.6 
也 (8) 燃 征 -oa| (8 ) 发 生 纠纷 的 次 数 
喝 | 依 如 (B,， ) 调 解 成 功 的 比率 0 =0.4 
瑟 =0.6 
0. 3 (,) 服务 沁 -0.2 RR 《 4 ) 客 户 利益 41 
质 量 (Bo ) 后 续 服务 1 =0.4 
| 六 (B, ) 客 户 表扬 的 次 数 5 =0.5 
意 见 | ” ” | (8B。) 客 户 投诉 的 次 数 bo =0.5 
C， |(C) 社 会 (Cu ) 对 社会 的 进步 和 发 展 所 产生 的 
〈《C) c =0.5| Re cu =1 
社 效 益 影响 
会 |(c) 机 构 ;| (C ) 服务 项 目的 覆盖 范围 ca =0.5 
C2 = C2 
效 影 响 (C2 ) 公 共 关 系 C22 =0. 5 
应 |(c,) 公 益 人 (Cs ) 参 加 公益 事业 活动 的 次 数 co =0.4 
Ca 二 U. C3 
02 | 事业 | (Ca ) 公 益 事业 费 与 总 收入 比率 ca =0.6 
| (Du ) 领 导 的 管理 水 平 di =0.4 
(D, ) 内 部 
(D) 辣 - 测 di =0.5 尺 六 (D,， ) 职 员 的 业务 水 平 di =0.4 
内 (D,,) 人 员 的 凝聚 力 di =0.2 
部 (D，) 〈(D2 ) 收 入 情况 d =0.4 
情 经 济 路 =0.3 及 pz 〈(D2 ) 还 贷 情 况 da =0.3 
况 情 况 (D: ) 拖 欠 情 况 da =0.3 
042 |(p,) 服 务 
d =0.2|  R， | (D,,) 中 介 服 务 的 项 目 数 4 =1 














19. 6.3 ”模型 的 建立 与 求解 


因为 影响 “信誉 "的 有 4、B、C、 了 D 四 个 主要 因素 ,15 个 二 级 因素 ,31 个 三 级 
因素 ,根据 实际 可 以 给 出 各 因素 的 权重 (如 表 19 -2). 对 于 每 个 三 级 因素 都 可 给 
出 由 5 个 元 素 组 成 的 评判 集 , 例 如 :| 很 好 ,好 ,一 般 , 差 ,很 差 1 .| 很 可 靠 , 可 靠 ， 
合法 ,基本 合法 ,非法 } 、{ 很 高 ,高 ,一 般 , 低 ,很 低 | | 很 多 ,多 ,一 般 , 少 ,很 少 |、 


表 19 -3 各 因素 的 评判 集 
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1100% ,[95% ,100% ] ,[90%% ,95% ] ,[80% ,90% ] , <80% | 等 (如 表 19 -3)， 
































































































































































因 素 | 等 级 1 | 等 级 ?| 等 级 3 | 等 级 4 | 等 级 5 
刘 和 | 可 千 合法 基本 合法 非法 
4 全 100% [95 驳 ,100 狗 ) | [90% ,95% ) | [80 允 00) <80%% 
4 0 1 2 3 >3 
4 0 (0,2% ] (2% ,5% ] ($% ,10% ] >10% 
4 5 4 2 1 0 
4 0 1 2 4 本 >4 
44 0 0 1 3 >3 
和 十 0 0 1 2 >2 
五 ， 100% [95% ,100% ) | [90% ,95% ) [80% ,90% ) <80% 
已 0 (0,1% ] (1% ,5 铺 ] (S$% ,10% ] > 10% 
盏 ; 100% [90% ,100% ) | [70% ,90% ) [S0% ,70% ) <50% 
有 0 (0,2% ] (2% ,5% ] (5$% ,10% ] > 10 狗 
B5 0 1 2 和 >5 
已: 100 纺 [9$% ,100% ) | [90% ,95% ) [80% ,90% ) <80% 
8 很 高 很 低 
B。 很 好 很 差 
5 > 10 0 
有 0 >3 
Cu 很 大 很 小 
Ca 很 广 很 达 
Co E 很 差 
Ci > 10 (5,10] (0,2] 0 
Ca >S% (1% ,5% ] (0,0.S% ] 0 
咏 1 
Du 很 高 高 很 低 
忆 3 
Da 很 高 高 低 很 低 
也 2 100% [9S 色 ,100% ) [80% ,90% ) <80% 
D。 0 很 少 很 多 
Da 很 多 很 少 
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实际 中 ,通常 是 由 专家 组 根据 评判 集 对 服务 机 构 进 行 评 判 ,由 评判 结果 构造 
出 每 个 因素 的 评判 和 模糊 矩阵 . 例如 : 记 第 ;个 三 级 因素 的 评判 为 (ma ,ra ,rayra， 
rs)(=1,2,…, 兽 ) , 则 相应 二 级 因素 的 模糊 评判 矩阵 为 





7 7m2 7 
721 722 725 
及 = 
厂 m1 7 2 7 5 
其 中 
， _ 评 其 为 第 1 个 等 级 的 人 数 太 12，m 
评委 的 总 人 数 六 


为 第 ;个 三 级 因素 第 ) 个 等 级 的 未 属 度 . 于 是 可 得 15 个 二 级 因素 的 模糊 评判 抵 
阵 R，,R， ,Re ,Ru , 则 相应 的 评语 向 量 分 别 为 


V 人 2 二 本 ，， 昌 尽 ，，T 史 二 研 。 Re 76” 一 环 。 “ 及 TD” 二 歼 Ra 


其 中 ,=1,2,3,4J=1,2,…,5 光 =1,2,3; =1,2,3， 故 四 个 主要 因素 的 模糊 评 
判 矩 阵 为 


民 ，= (TD ,VC ,2 ,CO )T 玉 = 《了 0 7 9 TY) 
Re = (Ti 7 ) ， Ro 


则 要 应 的 评语 向 量 为 


( 人 和 TY) ) 7 


VY，= (al,az aa，04)， 民 = 《2 7 50 和 7 27。 ) ， 
Ya =〈b 0 03 04，55)， 尺 。 = (2 2o 05 05 2005) ， 
Ye。 = (ccc). 民 。= (7。 2。 7 ,2 2 ) ， 


VY，，= (di ,d, ,d) .只 ， = (ya za yu 0d 24 ) . 


5 5 5 5 
令 内 己 了 v。 ML2 二 wor 到 了 oo As 三 2 ou , 则 HL Ka ,Ra 4 分 别 是 
全 和 | 和 


主要 因素 为 4.B、C\D 的 隶属 度 , 其 评价 向 量 记 为 A = (ja ,pa ,Ha ,ws) .于 是 可 
得 对 中 介 服 务 机 构 “ 信 誉 ”的 综合 评价 指标 为 


娘 = 了 钱 . 凡 =0.3U +0.3U +0.2U4 + 0. 214- 
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19. 6. 4 ”模型 的 检验 与 分 析 


我 们 对 该 模型 在 计算 机 上 分 别 以 8 名 和 12 名 专家 组 成 的 评委 会 随机 地 对 
50 个 中 介 服 务 机 构 进 行 了 评判 检验 ,结果 表明 都 能 客观 地 给 出 综合 评价 指标 ， 
为 此 ,这 一 模型 是 可 以 应 用 于 实际 的 ,而 且 具 有 相当 广泛 的 通用 性 . 

在 模型 中 关于 各 因素 的 权重 主要 是 依据 实际 背景 主观 上 给 定 的 ,可 能 带 有 
片面 性 ,实际 中 可 以 根据 侧重 点 适当 调整 ,不 影响 整体 效果 . 如 果 能 详细 地 分 析 
各 因素 之 间 的 关系 ,利用 AHP 方法 通过 两 两 比较 矩阵 确定 权 向 量 , 结 果 可 能 会 
更 客观 ,但 工作 量 会 增 大 . 

关于 各 因素 隶属 度 的 确定 ,采用 专家 组 评判 的 方法 是 切合 实际 的 ,当然 , 实 
际 操作 中 专家 组 成 员 可 以 由 各 相关 方面 的 领导 ` 专 家 或 代表 参加 ,应 具有 权威 性 
和 客观 性 . 另外 ,关于 评判 集 的 确定 也 不 是 惟一 的 . 


和 19. 7 参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 模糊 聚 类 分 析 在 市 场 划分 中 的 应 用 一 一 文献 [1] :114 一 1118 

(2) 模糊 聚 类 分 析 人 才 选 拔 中 的 应 用 一 文献 [6] :644 一 650 

(3) 大 学 生体 质 水 平 的 模糊 识别 问题 一 一 文献 [1] :132 一 135 

(4) 小 麦 亲 本 的 模糊 识别 问题 一 一 文献 [1] :159 一 163 

(5) 蔬菜 品质 的 模糊 综合 评判 问题 一 一 文献 [1] :240 一 249 

(6) 导弹 效能 分 析 的 模糊 综合 评判 问题 一 一 文献 [7] :426 一 430 

2. 参考 文献 

[1] 谢 季 坚 , 刘 承 平 . 模糊 数学 方法 及 其 应 用 . 武汉 :华中 科技 大 学 出 版 
社 ,2000 

[2] 彭祖 赠 , 孙 辑 玉 . 模糊 (Fuzzy ) 数学 及 其 应 用 . 武汉 :武汉 大 学 出 版 
社 ,2002 

[3] 杨 给 标 ,高 英 仪 . 模糊 数学 原理 及 其 应 用 . 广州 :华南 理工 大 学 出 版 
社 ,2003 

[4] 刘 普 寅 ,吴孟达 . 模糊 理论 及 其 应 用 . 长 沙 : 国 防 科技 大 学 出 版 社 ,1998 

[5] 刘 增 和 良 . 模糊 技术 与 应 用 选编 (1). 北京 :北京 航空 航天 大 学 出 版 
社 ,1997 

[6] 刘 增 良 . 模糊 技术 与 应 用 选编 (2). 北京 :北京 航空 航天 大 学 出 版 
社 ,1997 

[7] 刘 增 良 . 模糊 技术 与 应 用 选编 (3). 北京 :北京 航空 航天 大 学 出 版 
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社 ,1998 

[8] 刘 增 良 . 模糊 技术 与 神经 网 络 技术 应 用 选编 (4). 北京 :北京 航空 航天 
大 学 出 版 社 ,1999 

[9] 刘 增 良 . 模糊 技术 与 神经 网 络 技术 应 用 选编 (5). 北京 :北京 航空 航天 
大 学 出 版 社 ,2001 


[10] 韩 中 庚 , 张 彦 肖 . 中 介 服 务 机 构 的 信誉 评估 模型 . 数学 的 实践 与 认识 ， 
2001,5(31) :3517 一 518 








我 们 通常 所 说 的 系统 是 指 : 由 客观 世界 中 相同 或 相似 的 事物 和 因素 按 一 定 
的 秩序 相互 关联 、 相 互 制 约 而 构成 的 一 个 整体 . 例如 :工程 技术 系统 、 社 会 系统 、 
经 济 系统 等 等 . 如 果 一 个 系统 中 具有 充足 的 信息 量 , 其 发 展 变化 的 规律 明显 、 定 
量 描述 方便 结构 与 参数 具体 , 则 这 种 系统 通常 称 为 白色 系统 . 如 果 一 个 系统 的 
内 部 特性 全 部 是 未 知 的 , 则 称 此 系统 为 黑色 系统 . 介 于 白色 系统 和 黑色 系统 之 间 
的 称 为 灰色 系统 ( Grey System) , 即 系统 内 部 信息 和 特性 是 部 分 已 知 的 , 另 一 部 
分 是 未 知 的 . 例如 : 像 社会 系统 农业 系统 、 经 济 系统 .气象 系统 生物 系 统 等 . 对 
于 这 类 系统 ,人 们 往往 难以 建立 客观 的 物理 原形 ,内 部 因素 难以 辨识 ,以 及 相互 
之 间 的 关系 较为 隐蔽 ,人 们 也 难 已 准确 了 解 这 类 系统 的 行为 特征 . 因此 ,对 于 这 
类 问题 进行 定量 描述 , 即 建 立 模型 难度 较 大 . 区 别 白色 系统 与 灰色 系统 的 重要 标 
志 是 系统 内 各 因素 之 间 是 否 具 有 确定 的 关系 . 

灰色 系统 分 析 方法 主要 是 根据 具体 灰色 系统 的 行为 特征 数据 ,充分 利用 数 
量 不 多 的 数据 和 信息 寻求 相关 因素 自身 与 各 因素 之 间 的 数学 关系 , 即 建 立 相应 
的 数学 模型 . 目前 ,灰色 系统 理论 在 实际 中 已 得 到 了 广泛 的 应 用 ,例如 :在 工程 技 
术 、 经 济 管理 气象 预报 ,以 及 政治 社会、 工业、 农业 等 领域 都 取得 了 一 定 应 用 


成 果 . 
20.1 灰色 系统 分 析 的 基本 概念 


20.1.1 灰 数 的 概念 及 其 运算 


1， 灰 数 及 其 表示 法 

灰 数 是 灰色 系统 的 标志 之 一 . 所 谓 的 灰 数 是 指 信息 不 完全 的 数 ,例如 : 那 
个 小 姑娘 的 身高 大 约 有 165 cm 左右 ,体重 只 有 40 kg 左右 ”. 这 里 的 165 cm 左右 
和 40 kg 左右 都 是 灰 数 ,可 以 分 别 记 为 @@(165) 和 @(40). 再 如 : 他 的 体温 大 约 
在 38 度 ~39 度 之 间 ” ,关于 体温 是 灰 数 , 记 为 @@(7) E[38;,39]， 


如 果 禽 为 灰 数 @ 的 白化 默认 ( 即 对 形象 形态、 实体 数字 的 默认 ) 数 ,简称 
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为 白化 数 , 则 灰 数 @@ 是 白化 数 侈 的 全 体 . 


则 


则 


如 果 包 是 离散 灰 数 , 则 有 
V 人 的 E@ 王 仿 E4= lx(6)1EK= 112, ,nm 
如 果 灰 数 人 中 的 白化 数 是 按 区 间 连 续 分 布 的 , 则 有 
VY 仿 E@ 一 仿 E1c,0) El[c,5,(a,0),[a,D) (ebp 
2. 灰 数 的 运算 
(1) 离散 灰 数 运算 : 
设 @, 与 @) 为 两 个 离散 的 灰 数 , 即 


V 人 ， E 因 , 一 侈 ， Elixi()T 大 GE 天 三 [2 
LVY 外 eg@ 一 全 Elo(D1LIEL= 112，m||， 


1) @, 与 @, 的 加 运算 为 
VY 人 +@iE@i+@>” 人 G+gelx(i) +xD15EKNLED 
CLminmin{xi( 丰 ) + 5 ,maxmax|xi( 丰 ) +%(1) ]; 

2) @, 与 @, 的 减 运 算 为 
VY 人 -GEg@, -@ 一 全 -人 Elx(b) -xD)1EEKNDLEZI| 
C[minminixi(kE) - 思 ( 人 | maxmaxixi(k) -所 (人 | 


3) @, 与 @) 的 乘 运算 为 


VY 人 , x 人 | E @, x@ 一 人 x@elx( (DIEEKLEL| 
CTminminfzi( 旨 ， 生 (人 |,maxmaxlxi(t)， 思 (六 上 
4) 四 ,与 @, 的 除 运 算 为 
Y 父 / 信 <E@y/@ 一 人 莉 / 全 Elz(DM(D1TEEKLE 
C[minminf xi(t)Lai(D)1 ,maxmaxlxi(t)Zai(D 上 ， 


《2) 连续 灰 数 的 运算 : 
设 @, 与 @), 为 两 个 连续 的 灰 数 , 即 


Y@e@= 伟 esFo)， 
Yg@eg@= 人 Elo')， 


1) @, 与 @, 的 加 运算 为 
V 售 . + 鸭 ) 拓 @， + 因 ) 汪 仿 . + 人 | 三 Zai 十 cj， 十 已) ; 
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2) 四 , 与 @, 的 减 运算 为 
V 侈 - 舍 E@， -@ 一 人 - 侈 ; E Fi(minioi -记忆 -0 ， 
maxja; 一 号 ,0 -oj )3 
3) @, 与 @i 的 乘 运算 为 
V 舍 . x 信 ) E @, x@; 


一 售 ; x 的 | E 1minloaio abopb po， 
maxjl aiai ai obiypipi ); 
4) 四 ,与 @)| 的 除 运算 为 
VY 侈 /全 <@/g@ 


一 仿 / 人 | 后 人 if 呈 2 |， 
0 0 


上 述 某 些 运算 也 可 以 推广 到 任意 有 限 个 灰 数 的 情况 ,另外 ,作为 特殊 情况 ， 
类 似 地 可 以 给 出 数 与 灰 数 的 混合 运算 1. 


20.1.2 厌 色 关联 分 析 


实际 中 ,经 常 需要 对 系统 相关 的 因素 进行 分 析 研 究 , 即 分 析 相 关 各 因素 对 系 
统 哪 些 是 主要 的 ,哪些 是 次 要 的 ;哪些 是 直接 的 ,哪些 是 间接 的 等 等 . 统计 分 析 中 
的 相关 分 析 等 方法 是 分 析 研究 各 因素 之 间 关 联 程度 的 一 种 有 效 方法 ,但 它 往 往 
是 需要 有 大 量 的 统计 数据 ,计算 量 大 ,而 且 可 能 会 出 现 反 常 的 情况 . 为 此 ,针对 灰 
色 系 统 采用 关联 度 分 析 的 方法 来 研究 相应 的 问题 . 

1 单 因子 的 情况 

如 果 系 统 的 行为 只 有 一 个 因子 zx ,而 x 受到 多 种 因素 (= 1,2,…,z) 的 
影响 ,一 种 利用 因素 *%, 对 因子 x。 的 灰 关 联 度 来 表示 所 对 zx 影响 大 小 的 方法 ， 
则 称 为 灰 关 联 分 析 . 

设 系 统 行为 因子 x 的 参考 数列 为 

xs = jzo( 有 1 =1;2, ,ml = (xzo(1),xo(2)，…，,xo(z) )， 
相关 因素 为 %(i=1,2,…,), 即 比较 数列 为 
4 = xi(1)15 =1,2 nj = (xi(1) ,xi(2) xi(n)) (= 1,2…7)， 
则 参考 数列 对 于 各 比较 数列 间 的 绝对 差 为 
Ai;(E) =1xo(F) -xi(E) 1 ( 开 = 1,2,…;nil < 入 本 )， 
记 A,=(A(1),A(2),…,A;(n) ) , 称 之 为 善 数列 . 于 是 ,可 以 定义 比较 数列 % 


@ 轩 | 第 = 十 竟 灰色 系统 分 析 方法 
对 参考 数列 zx 在 第 上 点 的 灰 关 联系 数 为 
minminAi( 天 ) + Q maX maxAi( 大 ) 
Ai;(E) +aw maxmaxAi() ， 
其 中 常数 w E[0,1] , 称 为 分 辨 率 系数 . 显然 , 当 a 越 大 时 ,分 辩 率 越 大 ; 当 a 越 
小 时 ,分 辩 率 越 小 ,一般 情 况 取 a =0. 5. 
对 于 所 有 的 点 上 =1,2,…，,m, 则 定义 比较 数列 *% 对 参考 数列 x 的 灰 关 联 
度 为 


r(x%o( 大 ) ,xi(E) ) = (20.1) 


nm = ri) = 让 r(m( 有 导 ( 昌 ) (= 1,2，m)， (20.2) 


即 用 灰 关 联 度 可 以 表示 因素 % 对 行为 因子 x 的 关联 (影响 ) 程 度 . 

2， 多 因子 的 情况 

设 系 统 行为 有 多 个 因子 ,不妨 设 因 子 集 为 X= {x1=1,2,…，,1 中 .如 果 因 素 
数列 *; 满足 下 列 条 件 , 则 称 站 为 灰 关 联 因子 集 : 

〈1) 数列 xi 的 数据 %(k) 之 间 具 有 数值 可 比 性 , 即 指定 xi(F) 与 鼠 (昌之 间 
的 数值 是 可 以 比较 的 ,或 相等 .或 接近 、 或 同 数量 级 等 ; 

《2) 数列 x; 之 间 具 有 可 接近 性 , 即 非 平等 性 ; 

〈3) 数列 x 之 间 具 有 同 级 性 , 即 同 为 正 ( 极 大 值 ) 极 性 ， 或 负 ( 极 小 值 ) 极 性 ， 
或 适中 极 性 . 

以 灰 关 联 因子 集 开 中 的 一 个 因子 x%, (1 和 i 和 1) 为 参考 数列 ,以 任意 因子 % E 
亚 为 比较 数列 , 则 二 者 间 的 绝对 差 为 

Ai(K) = xs) -Mi (= 12 JJ = 1,2, 17)， 


相应 的 盖 数 列 为 Ay = (Ai;(1) ,Ai(2)，…,Air(n) ) ,其 比较 数列 % 对 参考 数列 x; 
在 第 于 点 的 灰 关 联 为 
minminmin Ai( 开 ) + a maxmax maxAi( 开 ) 
= 一 Aiy(K) + a maxmaxrmaxAi( 大 ) 订 
其 中 常数 w EL0,1] 为 分 辨 率 系数 . 于 是 有 2 对 yx 的 灰 关 联 度 为 


7rCXi 友 ) ,Xi 开 ) ) 


放 = (和光 ) = 二 (站 和 ( 间 ) (= 2 120， 
志 =1 


20.1.3 灰色 生成 数列 


在 灰色 系统 理论 中 ,把 一 切 随机 量 都 看 作 灰色 数 , 即 是 在 指定 范围 变化 的 所 
有 白色 数 的 全 体 . 对 灰 数 的 处 理 主 要 是 利用 数据 处 理 方法 去 寻求 数据 间 的 内 在 
规律 ,通过 对 已 知 数据 列 中 的 数据 进行 处 理 而 产生 新 的 数据 列 ,以 此 来 研究 寻找 
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数据 的 规律 性 ,这 种 方法 称 为 数据 的 生成 . 数据 的 生成 方式 有 多 种 ,常用 的 方法 
有 累加 生成 、 累 减 生 成 和 加 权 累 加 生成 等 ， 

1， 累加 生成 

把 数列 各 时 刻 数据 依次 累加 的 过 程 称 为 累加 生成 过 程 , 记 为 AGO (Acumu- 
lated Cenerating Operation ). 由 累加 生成 过 程 所 得 到 的 新 数列 称 为 累加 生成 
数列 . 

设 原始 数列 为 zx = (xz (1) ,xz (2) px (mn))， 令 


2 (20.3) 


则 称 xx (kz) 为 数列 x 的 工 次 累加 生成 ,数列 xz = (xz (1) ,xz 02) ，…， 
“0 (mn) ) 称 为 数列 x 人 的 工 次 累加 生成 数列 . 类 似 地 有 


大 
xz0( 有 = xD 人 (=12mirz1)， 
1 一 1 


称 之 为 x'" 的 r 次 累加 生成 . 记 x' = (xz (1) ,xz (2) ,xz (na)) , 称 之 为 x60) 
的 > 次 累加 生成 数列 . 

2， 累 减 生成 

对 于 原始 数据 列 依次 做 前 后 相 邻 的 两 个 数据 相 减 的 运算 过 程 称 为 累 减 生成 
过 程 , 记 为 IAGO. 如 果 原 始 数据 列 为 x) = (zx (1) ,xz (2) xn) )， 令 

xO(k) =xOO() -xx0(E-1) = 2)3， pm 

则 称 *“") (5) 为 数列 xx) 的 工 次 累 减 生成 . 

一 般 地 ,对 于 r 次 累加 生成 数列 x ”= (xz (1) ,xz (2) px (ma)) (rz 
1) , 则 称 

xb) = xb) -xDO(E-1)， 开 =2,3， nm 

为 数列 x”" 的 天 次 累 减 生成 . 

3. 均值 生成 

设 原 始 数列 x ”= (xz (1) xz (2) Xe (天 -1) xz (天 ) xD (mm) )， 
则 称 xz ( 开 -1) 与 x (让 ) 为 数列 x 的 邻 值 ,xz (=-1) 为 后 邻 值 ,z () 为 前 
邻 值 . 

对 于 常数 ac E[0,1] , 则 称 

z0(F) = ax (kE) +(1-a)xo(E -1) 

为 由 数列 * ”的 邻 值 在 生成 系数 ( 权 )a 下 的 邻 值 生成 数 (或 生成 值 ). 

特别 地 , 当 生 成 系数 w =0.5 时 , 则 称 

z(0)(E) = 0.Sx(0 (5) +0.5x (1) (20.4) 

为 邻 均 值 生成 数 , 即 等 权 邻 值 生成 数 . 

类 似 地 ,可 以 定义 非 邻 值 生成 数 : 
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z0(1).= axo(E+1) +(1-a)xeo( -1) 
和 
z0(kE) = 0.5xo0(E+1) +0.5Sxo(E 1)， 
而 数列 zx = (z9 (1) ,z9 (2) ,xz (na) ) 称 为 均值 ( mean) 生成 数列 


和 20. 2 灰色 模型 GM 


灰色 系统 理论 是 基于 关联 空间 、 光 滑 离散 函数 等 概念 定义 灰 导 数 与 灰 微 分 
方程 ,进而 用 离散 数据 列 建立 微分 方程 形式 的 动态 模型 ,由 于 这 是 本 征 灰 色 系统 
的 基本 模型 ,而 且 模 型 是 近似 的 \ 非 惟一 的 , 故 这 种 模型 为 灰色 模型 , 记 为 CM 
(Grey Model). 即 灰 色 模型 是 利用 离散 随机 数 经 过 生成 变 为 随机 性 被 显著 削弱 
而 且 较 有 规律 的 生成 数 ,建立 起 的 微分 方程 形式 的 模型 ,这样 便于 对 其 变化 过 程 
进行 研究 和 描述 . 


20. 2. 1 GM(1,1) 模 型 


1，GMI{(TL,L) 的 定义 
设 x') 为 mn 个 元 素 的 数列 xo = (xz (1) ,xz0(2) xn)),x 的 AGO 


生成 数列 为 zx = (xz (1) ,xs (2) xz (na)) ,其 中 xz (6 = xD( 


= 1,2,…)n). 则 定义 x 的 灰 导 数 为 
d(k) = x(0 (大 ) 三 X'D (天 ) 一 X%0D (天 一 1)， 
令 z 为 数列 x 的 均值 (mean) 数列 , 即 
zD(E) = 0.5xC0(b) +0.5x00(E-1) (=2,3，…n)， 
则 xz =(z0D(2) ,z0(3),…,z0 (na)). 于 是 定义 GM(1,1) 的 灰 微 分 方程 模 
型 为 
d(k) +az)(E) = D， 
即 
xO(E) +azD(E) = 0， (20.5) 
其 中 xx (6) 称 为 灰 导 数 ,a 称 为 发 展 系 数 ,z2) (大 ) 称 为 自 化 背景 值 ,2 称 为 灰 作 
用 量 . 
将 时 刻 开 =2,3,… 和 汉代 人 (20.5) 式 中 有 . 
x(0(2) + az (2) = 8， 
x(0(3) + az (3) = ， 


x(o(P) +az (nm) = 站 


20.2 ”灰色 模型 GM| 生 
令 m=(x0 (2),xz (3) mx (nn)) = (ob) 有 = 
-zxz60)(2) 


-z40(3) 


中 


, 称 zw 为 数据 向 量 , 刀 为 数据 矩阵 ,& 为 参数 向 量 , 则 


-xz(n) 1 
GM(1,1) 可 以 表示 为 矩阵 方程 Fw = 妃 以 
对 于 参数 向 量 & 的 确定 方法 : 
事实 上 ,如果 存 在 ( 妞 B) ,由 最 小 二 有 
码 = (GT = ( 盏 " .有 玉 )” 
具体 地 
1 CD-n-Il)EF- 忆 忆 - C 


二 六 = 一 -一 一 一 一 
(nm -1)-C” (mm -1) 下 -C2 


其 中 C 反 本 守卫 沁 = 了 so (CH 民 = 了 zx0(Dzo(D,F = 
包 ( (月 ) ， 
2 GMI(1L,1) 的 白化 型 


对 于 GM(1,1) 的 灰 微 分 方程 (20.5) ,如 果 将 * (有 ) 的 时 刻 开 =2,3，…) 
视 为 连续 的 变量 缚 则 数列 人 1 的 函数 , 记 为 x ”=x% (b ,并 








让 灰 导 数 x ,背景 值 zx () 对 应 于 %” ( 归 . 于 是 得 到 
GM(1,1) 的 灰 微 分 方程 对 应 SR 
业 下 (20.6) 


称 之 为 GM(1L,T) 的 白化 型 . 

值得 注意 的 是 :GM(1,1) 的 白化 型 (20.6) 并 不 是 由 CM(1,1) 的 灰 微 分 方 
程 直接 推导 出 来 的 , 它 仅 仅 是 一 种 "借用 ”`、 或 “白化 默认 … 所 以 CM(41,1) 的 昌 
化 型 本 身 , 以 及 一 切 从 白化 型 推导 出 来 的 结果 ,只 是 在 不 与 定义 有 矛盾 的 情况 下 
成 立 ,否则 无 意义 . 

另 一 方面 ,GM(1,1) 的 白化 型 是 一 个 真正 的 微分 方程 ,如 果 白 化 型 模型 精 
度 高 , 则 表明 所 用 数列 建立 的 模型 EM(1,1) 与 真正 的 微分 方程 模型 吻合 较 好 ， 
反之 亦 然 . 


20.2.2 ” GM(1,N) 模 型 


1.、GM(1,N) 模型 定义 
GM(1,1) 即 表示 模型 是 1 阶 的 , 且 只 含 1 个 变量 的 灰色 模型 . 而 CM(1,NW) 
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即 表 示 模 型 是 1 阶 的 ,包含 有 N 个 变量 的 灰色 模型 . 
设 系统 有 个 行为 因子 , 即 原始 数列 为 
xi = (zt (1) ,xs (2) xl (n)) = 112 
记 xf 为 区 "的 AGO 数列 , 即 
xf = (xD (1) xz (2) xi (ma)) 
=(xC0(1) ,xzC0(I) +xt (2) px (一 1T) + 和 (mm))， 
i = 1,2,…,N， 


其 中 xf) (KE) = 二 (GE = 1,2,…n). 取 xz 的 均值 (mean) 数列 
zD(E) = 0.Sx00 (FE) +0.Sxt(E-1) (=2,3，…m)， 
则 zz =(z02(2) ,z0(3) ,2 (na) ). 于 是 可 得 到 GM(1,NW) 的 灰 微 分 方程 为 


xf (KE) +az (ED) = 》 0x (FE)， (20.7) 


其 中 xf () 为 灰 导 数 ,车 (大 ) 为 背景 值 ,o, 和 (=2,3,，…N) 为 参数 . 
如 果 对 于 一 切 时 刻 上 =2,3,… 和 nm ,引入 向 量 矩 阵 记 号 : 
了 二 (xz (2) ,zt (3) xf () ) 二 (ay0 0 By) 
-z0(2) xi(2) … xy (2) 


下 -| 27(3) 邓 (3) sw (3) 


?》 


RN 
则 CM(1,N) 的 灰 微 分 方程 为 
7\，= 妨 .zx 
其 中 Zv 为 已 知 数据 向 量 , 召 为 CM(1,N) 已 知 数据 矩阵 ,zx 为 参数 向 量 . 用 立 表 
示 z 的 估计 值 , 令 e=Jv - 妃 . 立 表示 估计 值 的 残 差 ,根据 最 小 二 乘法 , 求 使 
J(E) = ere = (了 , - 玉 . 下) (7 - 玉 ，) 


达到 最 小 值 的 估计 值 爷 
事实 上 ,如果 存 在 (如 -如 ) , 则 有 
(7 = ( 瑟 7) BT， (20.8) 


如 果 ( 人 (下 … 互 ) 为 奇异 矩阵 (例如 当 m-1< 六 时 ), 即 (83 下) ”不 存在 , 则 
此 时 立 不 能 用 (20. 8 ) 式 确定 . 但 注意 到 立 的 元 素 实际 上 是 各 子 因 素 对 主因 束 影 
响 大 小 的 反映 ,因此 ,我们 可 以 引入 加 权 抢 阵 丽 = diag(w ,zw2，…,ww) ,使 对 各 
因素 的 未 来 发 展 趋势 进行 调整 控制 . 对 于 未 来 发 展 减弱 趋势 的 因素 赋予 较 大 的 
权 值 ,而 对 于 未 来 增强 趋势 的 因素 赋予 较 小 的 权 值 ,使 之 更 好 地 反映 未 来 的 实际 
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情况 . 则 类 似 地 方法 可 以 得 到 相应 参数 的 估计 值 
在 = (人 六 7 = 厂 -1BT(0BT 全 -有 ) -7 

2.，GMI(1 ,YY) 的 自 化 型 

对 于 模型 GM(1,W) 的 灰 微 分 方程 (20.7) ,如 果 将 风 ” (天 ) 的 时 刻 开 = 1 
2,…,N 视 为 连续 变量 多 则 数列 xf (下 ) 就 可 以 视 为 时 间 上 的 函数 , 记 为 汐 "” = 
xi (区 . 则 可 得 到 GM(1,N) 的 白化 微分 方程 

人 + axf)( 划 = 六 es， 

即 为 一 阶 六 个 变量 的 微分 方程 . 


和 20.3 灰色 预测 


灰色 预测 是 指 利 用 GM 模型 对 系统 行为 特征 的 发 展 变化 规律 进行 估计 预 
测 ,同时 也 可 以 对 行为 特征 的 异常 情况 发 生 的 时 刻 进 行 估计 计算 ,以 及 对 在 特定 
时 区 内 发 生 事件 的 未 来 时 间 分 布 情况 做 出 研究 等 等 . 这 些 工作 实质 上 是 将 随 
机 过 程 " 当 作 * 灰 色 过 程 ” “随机 变量 " 当 作 “ 灰 变 量 ` ,并 主要 以 灰色 系统 理论 
中 的 GM(1,1) 模 型 来 进行 处 理 . 

灰色 预测 在 工业 农业 、 商 业 等 经 济 领域 ,以 及 环境 ` 社 会 和 军事 等 领域 中 都 
有 广泛 的 应 用 , 特别 是 依据 目前 已 有 的 数据 对 未 来 的 发 展 趋势 做 出 预测 分 析 ， 


20. 3.1 工 斥 色 预测 的 方法 


设 已 知 参考 数据 列 为 xz" = (zx (1),x (2) ,wx (na)) ,做 1 次 累加 
(AGO) 生 成 数列 


sx = (5 (1) ,xz (2) ze (nm)) 





=(z0(1) xs (1) +zO(2) wx (一 1) +x (mn))， 


其 中 x (6) = 袜 0 (= 1,2,…,ma). 求 均值 (mean) 数列 
z0)(F) = 0.5xz00(E) +0.5x00(E-1) (=2,3，…))， 
即 z = (z) (2) ,z (3) ,5 (a)). 于 是 建立 灰 微 分 方程 为 
XU(kE) +az(KE) = (有 =2,3,…) 寻 ). 
相应 的 白化 微分 方程 为 


《1) 
到 一 + ax 人 = 0， (20.9) 
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-z0(2) 1 
-zxz0)(3) 

记 z = (ab = (xz (2) ,xz (3) wx (na)) ,再 = , 则 由 
-z(n) 1 


最 小 二 乘法 , 求 使 得 /( 立 ) = (也 - 盏 . 六 )7( 了 - 吾 . 去 ) 达 到 最 小 值 的 站 = (D)7 = 
( 瑟 刀 ) 下 了 .于 是 求解 方程 (20. 9) 得 
XCD (天 证 1) 三 (ze (1) -二 )e- + (天 二 1,2 ,mn -1). 
(20. 10 ) 
20. 3. 2 ”灰色 预测 的 步骤 


1 数据 的 检验 与 处 理 
首先 ,为 了 保证 建 模 方法 的 可 行 性 ,需要 对 已 知 数据 列 做 必要 的 检验 处 理 . 
设 参考 数 据 为 zx = (* (1) ,xz (2) ,zx (mn) ), 计 算数 列 的 级 比 


和 (5 天) 二 委 ( 开 一 1) 


wo (下 ) (天 = 2,3,，…，,)， 


如 果 所 有 的 级 比 A( 有 ) 都 落 在 可 容 获 盖 X = (er en) 内 0 , 则 数列 
可 以 作为 模型 CM(1,1) 和 进行 数据 灰色 预测 . 否则 ,需要 对 数列 * ”做 必要 的 
变换 处 理 , 使 其 落 和 人 可 容 覆 盖 内 . 即 取 适 当 的 常数 , 作 平 移 变换 
Yo (大 ) = wx) +c (=1,2,…n)， 
则 使 数列 yo = (y@ (1) ,7 (2) ，yY(z)) 的 级 比 
人 
Y' (大 ) 
2。 建 立 模型 GM{(1,1) 
按 20. 3. 1 节 中 的 方法 建立 模型 CM(1,1) , 则 可 以 得 到 预测 值 
ak+1) = (zo(1) -二 je + 二 外 
而 且 人 0 (+1) =20(E+1) -ZE) (=1,2, -1). 
3. 检验 预测 值 
(1) 残 差 检验 : 令 残 差 为 =(E) ,计算 


(0) (0) 
es(k) = 人 = 1,2, pn)， 


如 果 s() <0.2, 则 可 认为 达到 一 般 要 求 ;如 果 e(E) <0.1, 则 认为 达到 较 高 的 
要 求 . 
(2) 级 比 偏差 值 检验 :首先 由 参考 数据 x” (&-1),x* (8) 计 算出 级 比 
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Ao(&) ,再 用 发 展 系 数 “ 求 出 相应 的 级 比 偏差 


0 (区 


如 果 p() <0.2, 则 可 认为 达到 一 般 要求 ; 如 果 p(i) <0.1, 则 认为 达到 较 高 的 
要 求 . 

4. 预测 预报 

由 模型 GM(1,1) 所 得 到 的 指定 时 区 内 的 预测 值 ,实际 问题 的 需要 ,给 出 相 


应 的 预测 预报 . 
和 20. 4 灰色 决策 


灰色 决策 主要 包括 灰 局 势 决策 和 灰 模式 关联 决策 等 ， 


20. 4.1 ”有 灰 局 势 决策 


1， 局 势 

设 c; 为 (要 做 决策 ) 一 个 事件 , 忆 为 事件 o 的 第 j 个 对 策 , 则 称 二 元 组 合 
sj = (ob) 为 一 个 局 势 , 其 中 LET=112， JEJ=112， 亚 |. 

如 果 已 知 发 生 事件 ,对 于 c; 有 一 组 对 策 |} (7 e J) , 按 不 同 的 目标 PE 
P=11,2,…, 上 .在 1 中 选择 不 同 的 对 策 来 应 对 事件 o, , 则 会 有 不 同 的 效果 . 一 
般 说 来 ,我 们 要 试图 针对 目标 闻 在 15} 中 选择 效果 最 佳 的 对 策 来 对 付 wj. 于 是 ， 
我 们 将 “事件 、 对 策 .目标 和 效果 ” 称 为 决策 的 四 要 素 . 

2. 效果 样本 和 矩阵 

如 果 对 于 事件 o; 和 对 策 包 有 局 势 w = (ab) ET=11,2， 四 JEJ= 
11,2,…,m}. 记 局 势 % 在 目标 P 下 的 效果 样本 为 好 (PE P) , 则 称 矩 阵 





P P 忆 
2I1 112 2im 
忆 
z7 L21 2Z22 Z2m 
忆 P P 
Zal 也 2 到 nm 


为 在 目标 疡 下 的 效果 样本 矩阵 . 而 称 ww = ( 邮 , 邮 ,由 ) 为 样本 序列 . 

3. 效果 测度 

对 于 某 一 目标 而 言 , 如 果 要 求 效 果 样 本 为 极 大 值 , 则 称 此 目标 为 正极 性 目 
标 . 相反 的 ,如 果 要 求 效 果 样 本 值 为 极 小 值 , 则 称 此 目标 为 负极 性 目标 . 如 果 要 求 
效果 样本 为 适中 值 , 则 称 此 目标 为 中 极 性 目标 . 如 何 来 度量 样本 的 效果 呢 ? 

对 于 效果 样本 友 (P 人 P) ,我 们 用 发 来 表示 友 的 效果 测度 (: E 7 Ee J,p E 
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忆 ). 于 是 ,根据 目标 的 极 性 ,定义 效果 测度 如 下 : 
(1) 如 果 邮 为 正极 性 , 则 力 = 一 一 一; 

minmin 2 

(2) 如 果 节 为 负极 性 , 则 片 = 一 一 ; 


可 





(3) 如 果 内 为 中 极 性 , 则 0 
4. 统一 测度 与 满意 对 策 
实际 中 ,可 以 将 不 同 极 性 的 效果 样本 巡 , 通 过 某 种 变换 成 为 统一 的 具有 相 
同 极 性 的 效果 测度 少 (p E 已) , 则 称 乙 的 全 体 为 极 性 一 致 (统一 ) 空 间 . 对 于 所 有 
p=1,2,… 风 , 则 记 攻 为 局 势 % 的 统一 效果 测度 ,或 统一 测度 , 即 


二 . 
Fr .= 王立 四 (ETJEJ). 


站 

设 敢 为 局 势 wy = (0) 慷 ) 的 统一 测度 ,如 果 存 在 广 E J 使 得 mr =max mti E 
站 ) , 则 称 ww。 = (ob ) 为 事件 c; 的 满意 局 势 , 称 六 为 a; 的 满意 对 策 . 

5 灰 局 势 决策 的 计算 步 最 

按照 灰 局 势 决策 的 一 般 方法 ,可 以 归纳 计算 步骤 如 下 ; 

(1) 确定 决策 的 四 要 素 :事件 ,对策 、 局 势 和 目标 ; 

(2) 确定 局 势 效果 样本 ; 

(3) 确定 目标 的 极 性 ,并 通过 效果 测度 变换 使 其 统一 极 性 

(4) 计算 统一 测度 

(5) 求解 满意 局 势 . 


20. 4. 2 。” 灰 模 式 决策 


灰 模 式 决策 主要 包括 灰 模 式 的 评估 与 辨识 ,目的 是 确定 优化 (或 满意 ) 模 
式 , 即 优化 方案 . 

1， 模式 指标 

设 决策 问题 共有 普 个 模式 (方案 )zj(i =1,2,…,mm) ,每 个 模式 x: 都 有 个 
数据 指标 妆 (E) (上 =1,2，……,n) , 记 为 

Xi = (xi(1) ,xi(2) Xi) ) (=1,2,…,m)， 

则 称 之 为 第 ;个 模式 指标 数列 . 

对 于 所 有 上 丰 =1,2,…,m, 可 有 

x( 有 E) = (zi (有 ED) ,za( 有 ) xn(E)) (= 1;2，…m)， 

则 称 *() 为 第 天 个 指标 模式 列 ,简称 为 天 指标 . 


,其 中 zw 为 适中 值 


max | zzo ,2 
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实际 中 的 每 一 个 指标 都 有 一 个 确定 的 极 性 , 即 极 大 值 极 性 , 极 小 值 极 性 和 适 
中 值 极 性 . 为 了 方便 ,不 妨 设 所 有 指标 均 为 极 大 值 极 性 ,否则 ,总 可 以 通过 适当 的 
变换 转化 为 极 大 值 极 性 . 对 于 极 大 值 极 性 的 指标 模式 列 x(E) (上 =1,2，…m)， 
如 果 

xXo( 开 ) = max Xi 人 (大 ) (下 =1,2,…) 妹 )， 
则 称 
人 

为 标准 模式 . 

2， 模 式 优 化 度 与 优化 模式 

设 刀 =(z(1) 2 (2)， xi (mn)) 为 第 5=1,2,…，, 玫 ) 个 模式 ,xo = 
{xo(5) 为 标准 模式 , 则 称 * 对 于 x 的 灰 关 联 度 


nm = rt) = 二 袜 r(ma( 有 (有 ) 


为 模式 优化 度 (满意 度 ) , 记 为 go(i), 即 go(i =r(xoxi) (ED)， 
如 果 存 在 广 E 了 使 得 
8o( 广 ) = r(xo,xi.) = max r(Xo Xi ) ， 
则 称 xi; 为 优化 模式 ， 
3. 灰 模 式 决策 的 计算 步骤 
对 于 要 研究 的 灰 模 式 决 策 问 题 , 可 以 按 下 列 步骤 求解 优化 模式 : 
(1) 给 出 模式 指标 数列 *; 及 指标 极 性 ; 
(2) 构造 指标 模式 列 x(F) ,并 在 需要 时 通过 极 性 变换 转化 为 极 大 值 极 性 ; 
(3) 构造 标准 模式 xm 
(4) 计算 模式 的 优化 度 go(i) ; 
〈5) 求 出 优化 模式 xi 


和 20. 5 SARS 疫情 对 某 些 经 济 指标 影响 问题 


20.5.1 问题 的 提出 


2003 年 的 SARS 疫情 对 中 国 部 分 行业 的 经 济 发 展 产生 了 一 定 的 影响 ,特别 
是 对 部 分 疫情 较 严 重 的 省 市 的 相关 行业 所 造成 的 影响 是 明显 的 ,经 济 影 响 主要 
分 为 直接 经 济 影响 和 间接 影响 . 直接 经 济 影 响 涉及 商品 零售 业 、 旅 游 业 、 综 合 服 
务 等 行业 . 很 多 方面 难 已 进行 定量 地 评估 , 现 仅 就 SARS 疫情 较 重 的 某 市 商品 零 
售 业 ` 旅 游 业 和 综合 服务 业 的 影响 进行 定量 的 评估 分 析 . 
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究竟 SARS 疫情 对 商品 零售 业 \ 旅 游 业 和 综合 服务 业 的 影响 有 多 大 ,已 知 某 
市 从 1997 年 工 月 到 2003 年 12 月 的 商品 零售 额 .接待 旅游 人 数 和 综合 服务 收入 
的 统计 数据 如 表 20 -1、 表 20 -2 和 表 20 -351. 

表 20 -1 商品 的 零售 额 (单位 : 亿 元 ) 


年 代 | 1 月 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 月 11 月 12 月 











1997 | 83.0 79.8 78.1 85.1 86.6 88.2 90.3 86.7 93.3 92.5 90.9 96.9 
1998 |101.7 85.1 87.8 91.6 93.4 94.5 97.4 99.5 104.2 102.3 101.0 123.5 
1999 | 92.2 114.0 93.3 101.0 103.5 105.2 109.5 109.2 109.6 111.2 121.7 131.3 
2000 |105.0 125.7 106.6 116.0 117.6 118.0 121.7 118.7 120.2 127.8 121.8 121.9 
2001 |139.3 129.5 122.5 124.5 135.7 130.8 138.7 133.7 136.8 138.9 129.6 133.7 
2002 |137.5 135.3 133.0 133.4 142.8 141.6 142.9 147.3 159.6 162.1 153.5 155.9 
2003 |163.2 159.7 158.4 145.2 124 144.1 157.0 162.6 171.8 180.7 173.5 176.5 





表 20 -2 接待 海外 旅游 人 数 (单位 : 万 人 ) 

年 代 | 1 月 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 月 11 月 12 月 
1997 | 9.4 11.3 16.8 19.8 20.3 18.8 20.9 24.9 24.7 24.3 19.4 18.6 
1998 | 9.6 11.7 15.8 19.9 19.5 17.8 17.8 23.3 21.4 24.5 20.1 15.9 
1999 |10.1 12.9 17.7 21.0 21.0 20.4 21.9 25.8 29.3 29.8 23.6 16.5 
2000 |11.4 26.0 19.6 25.9 27.6 24.3 23.0 27.8 27.3 28.5 32.8 18.5 

4 20.4 26.1 28.9 28.0 25.2 30.8 28.7 28.1 22.2 20.7 
2002 |13.7 29.7 23.1 28.9 29.0 27.4 26.0 32.2 31.4 32.6 29.2 22.9 
2003 |15.4 17.1 23.5 116 1.78 2.61 8.8 16.2 20.1 24.9 26.5 21.8 


2001 |11.5 26. 








表 20 -3 综合 服务 业 累 计数 额 ( 单位 : 亿 元 ) 


年 代 | 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 月 1 月 12 月 
1997 96 144 194 276 383 466 3554 632 747 832 972 





1998 | 111 169 233 400 459 5 695 85 881 101 1 139 
1999 | 151 238 3353 425 541 641 739 86 975 1087 1 238 
2000 | 164 263 376 531 600 711 913 1038 1173 1296 1 497 
2001 182 318 ”445 576 708 856 1000 1145 1292 1435 1 667 
2002 | 216 361 504 642 818 979 1142 1305 1 479 1 644 1 920 


2003 | 241 404 5S$84 741 923 1114 1298 1492 1684 1885 2 218 
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试 根据 这 些 历 史 数 据 建 立 预 测评 估 模 型 ,评估 2003 年 SARS 疫情 给 该 市 的 
商品 零售 业 、 旅 游 业 和 综合 服务 业 所 造成 的 影响 . 


20. $.2 模型 的 分 析 与 假设 


根据 所 掌握 的 历史 统计 数据 可 以 看 出 ,在 正常 情况 下 ,全 年 的 平均 值 较 好 地 
反映 了 相关 指标 的 变化 规律 ,这样 可 以 把 预测 评估 分 成 两 部 分 : 

(1) 利用 灰色 理论 建立 CM(1,1) 模 型 ,由 1997 一 2002 年 的 平均 值 预测 
2003 年 平均 值 ; 

(2) 通过 历史 数据 计算 每 个 月 的 指标 值 与 全 年 总 值 的 关系 ,从 而 可 预测 出 
正常 情况 下 2003 年 每 个 月 的 指标 值 ,再 与 实际 值 比 较 可 以 估算 出 SARS 疫情 实 
际 造成 的 影响 . 

给 出 下 面 两 条 假设 : 

(1) 假设 该 市 的 统计 数据 都 是 可 靠 准确 的 ; 

(2) 假设 该 市 在 SARS 疫情 流行 期 间 和 结束 之 后 ,数据 的 变化 只 与 SARS 疫 
情 的 影响 有 关 ,不 考虑 其 他 随机 因素 的 影响 . 


20. $.3 ”建立 灰色 预测 模型 GM(1,1) 


由 已 知 数据 ,对 于 1997 一 2002 年 某 项 指标 记 为 矩阵 4 = (ai)sxa，* 计 算 每 年 

的 年 平均 值 , 记 为 

x(0) = (xzo0(1) ,xz (2) px0(6) )， (20. 11) 
并 要 求 级 比 ve(i) =xo(i-1)《Mxo(iE(0.75$15 ,1.3307)(i=2,3,…,6). 对 
xs 作 一 次 累加 , 则 

全 

记 

xx = (xz0(1),x0(2) ,xz402(6) )， (20. 12) 
取 zx 的 加 权 均 值 , 则 zz (E) =ax 和 (bi) +(1-a)x(E-1)(E=2,3， 6)，a 
为 确定 参数 , 记 





z0) = (z0(2),z02(3) ,xz2(6) ) ， (20. 13 ) 
于 是 GM(1,1) 的 白化 微分 方程 模型 为 
dx41) (1 
下 二 04 ) = 0， (20. 14 ) 


其 中 是 发 展 灰 度 , 是 内 生 控制 灰 度 . 
由 于 xO(6) -xo(E-1) =xo(k), 取 zx (5) 为 庆 导 数 ,z0 (有 ) 为 背景 
值 , 则 将 方程 (20. 14) 对 相应 的 灰 微 分 方程 为 
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x(0 (天 ) 十 az (有 ) = 5 =2,3,…);6) 


或 
xO(kE) =-az0(kE) + =2;,3，…)6)， 
即 和 矩阵 形式 为 
7'0) = 巨 . (cb) ， 
(1) (1) (1) 了 
其 中 7 (xzoO(2) xz0(03) xz0(6))7 有 = -z0(2) -z (3) … -2 (6) 
ae 1 1 有 1 


用 最 小 二 乘法 求 得 参数 的 估计 值 为 
(607 = (BT .及 ) -1 有 7 7 (20. 15) 


于 是 方程 (20. 14) 有 响应 ( 特 解 ) 
8#DUL +IT) = (xz (1) -过 .e” + 二， 
CQ 
则 
0 (+1) =200+1) -2 = (zeo(1) -之 (en - ef )， 
人 


(20. 16) 

由 (20. 16) 式 可 以 得 到 2003 年 的 平均 值 为 *, 则 预测 2003 年 的 总 值 为 飞 = 

12 . 2. 根据 历史 数据 ,可 以 统计 计算 出 2003 年 第 守 个 月 的 指标 值 占 全 年 总 值 的 
比例 为 已 , 即 


本 > ww/ 了 wo (= 12，,12)， (20. 17) 
则 2 三 (zi za yi2 ) ,于 是 可 得 2003 年 每 一 个 月 的 指标 值 为 了 = 下，z&. 


20. .4 ”模型 的 求解 


(1) 商品 零售 额 
由 数据 表 20 -1 ,用 (20. 11) 和 (20. 12) 式 计算 可 得 年 平均 值 . 一 次 累加 值 分 
别 为 
x(0) =(87.616 7, 98. 500 0, 108. 475 0,，118. 416 7 ， 
132. 808 3,，145. 408 3 ) ， 
x*) =(87.616 7,，186. 116 7, 294. 591 7,， 413. 008 3 ， 
545. 816 7，691. 225 0 ) . 


显然 * 心 的 所 有 级 比 都 在 可 容 区 域内 . 经 检验 ,在 这 里 取 参 数 w =0.4 比较 
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合适 ,由 (20. 13 ) 式 则 有 

z0) = (127. 016 7,， 229. 506 7， 341. 958 3，466. 131 7，603. 980 0)， 

由 最 小 二 乘法 用 (20. 15) 式 求 得 c = -0.099 3,5 =85.598 5. 由 (20. 16) 式 
可 得 2003 年 的 月 平均 值 为 二 = 162. 882 6 亿 元 ;年 总 值 为 和 =127 =1 954.6 亿 
元 . 由 (20. 17) 式 得 每 月 的 比例 为 

& = (0.079 4, 0.080 7, 0.074 9, 0.078 6, 0.081 9, 0.081 8， 
0. 084 5，0. 083 8, 0.087 2,， 0.088 6, 0.086 6, 0.092 0) ， 
故 2003 年 1 一 12 月 的 预测 值 为 

7 =zx .天 =(155.2，157.8，146.4，153.6，160.1, 159. 9， 

165.2，163.8，170.5,173.2，169.3,， 179.9) (〈 亿 元 ) 

将 预测 值 与 实际 统计 值 进 行 比较 如 表 20 -4 所 示 ， 

表 20 -4 2003 年 商品 的 零售 额 (单位 : 亿 元 ) 
月 份 1 月 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 上 月 9 月 10 上 月 11 月 12 月 
预测 值 155.2 157.8 146.4 153.6 160.1 159.9 165.2 163.8 170.5 173.2 169.3 179.9 
















实际 值 163.2 1539.7 158.4 145.2 124.0 144.1 157.0 162.6 171.8 180.7 173.5 176.5 


〈2) 接待 海外 旅游 人 数 

由 数据 表 20 -2, 用 (20.11),(20.12) 式 计算 年 平均 值 x" 和 一 次 累加 值 
x4). 取 参 数 w =0.5, 由 (20.13) 式 可 得 加 权 平 均值 zx. 由 (20.15) ,(20. 16)， 
(20. 17) 式 可 求 得 c = -0.093 8,5 =16.267 0,z=30.2649,X=12 . 壹 =363.178 8， 
以 及 


u = (0.040 7,， 0. 073 2, 0.070 3, 0.087 8, 0.0907, 0.084 8， 
0.083 6, 0. 102 2, 0. 101 0,0. 104 1,0.091 4, 0.070 1) 
于 是 可 得 到 2003 年 的 接待 海外 旅游 人 数 的 预测 值 ,并 与 实际 值 比 较 如 表 
20 -5 所 示 ， 


表 20 -5 2003 年 接待 海外 旅游 人 数 { 单 位 :万 人 ) 














1 月 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 上 月 11 月 12 月 
预测 个 14.8 26.6 25.5 31.9 33.0 30.8 30.4 37.1 36.7 37.8 33.2 25.5 









实际 值 13.4 17.1 23.5 1.6 178 2.61 8.8 16.2 20.1 24.9 26.5 21.8 


〈3) 综合 服务 业 累 计数 额 

首先 将 表 20 -3 的 数据 进行 必要 的 处 理 , 然 后 用 (20. 11),(20. 12) 式 计算 
年 平均 值 x ”和 一 次 术 加 值 x*…. 取 参 数 w = 0.4, 由 (20. 13 ) 式 可 得 加 权 平 均值 
zz . 用 (20. 15 ) ,(20. 16) ,(20. 17) 式 可 求 得 a = -0.1363,)=84.1557,7= 


贸 | 第 二 十 章 ， 灰 色 系 统 分 析 方法 


203.788 5, 夺 =11 .Z=2 241.7, 2003 年 月 比例 数 和 每 个 月 的 综合 服务 业 的 收 


和 人 额 分 别 为 
& =(0.109 1, 0. 067 9, 0.070 7,0.090 2, 0. 078 1, 0.084 1, 0.097 8， 


0.091 1, 0.087 3, 0.089 9,0.133 8) 

7 = 下 .xu = (244,153 ,158 ,202 ,175 ,188 ,219 ,204 ,196 ,201 ,300 ). 
于 是 可 得 到 2003 年 的 综合 服务 业 累 计数 额 的 预测 值 , 并 与 实际 值 比 较 如 表 
20 -6 所 示 ， 

表 20 -6 2003 年 综合 服务 业 楷 计数 额 (单位 : 亿 元 ) 
3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 月 1 月 12 月 
244 397 S$55S 7S7 933 1l21 1340 1445 1740 工 942 2 242 



















预测 值 


923 1113 1298 1492 1684 1885 2 218 


20. 5.5 ”模型 的 结果 分 析 


根据 该 市 的 统计 报告 显示 ,2003 年 4.56 三 个 月 的 实际 商品 零售 额 分 别 为 
145.2、124、144. 1 亿 元 . 在 这 之 前 ,根据 统计 部 门 的 估计 4`5、6 三 个 月 份 SARS 疫 
情 对 该 市 的 商品 零售 业 的 影响 最 为 严重 ,这 三 个 月 估计 大 约 损失 62 亿 元 左右 . 从 
我 们 的 模型 预测 结果 来 计算 ,4.5,.6 三 个 月 的 损失 为 60.3 亿 元 ,这 个 数据 基本 与 
专家 的 估算 值 相 符 ,8 月 份 基本 恢复 正常 ,这 也 说 明了 模型 的 正确 性 和 可 靠 性 . 

对 于 旅游 业 来 说 是 受 影响 最 严重 的 行业 之 一 ,最 严重 的 4.5.6、7 四 个 月 就 
损失 100 多 万 人 , 按 最 新 统计 数据 … ,平均 每 人 消费 1002 美元 计算 ,大 约 损 失 
10 亿美 元 . 全 年 大 约 损失 160 万 人 , 约 合 16 亿美 元 ,到 年 底 基 本 恢复 正常 . 

对 于 综合 服务 业 中 的 部 分 行业 影响 较 大 ,如 航空 交通 运输 .宾馆 餐 饮 等 ,但 
有 些 行 业 影响 不 大 ,如 电信 、 通 讯 等 ,总 平均 来 看 ,影响 还 不 算 太 大 ,5.67、8 四 
个 月 大 约 损失 70 亿 元 . 

从 预测 结果 可 以 看 出 ,虽然 下 半年 没有 发 生 疫 情 , 但 人 们 一 直 担心 SARS 会 
卷土重来 ,所 以 ,对 这 些 行 业 还 是 有 一 定 的 影响 的 , 即 SARS 影响 的 延续 性 的 
作用 . 

该 模型 虽 是 就 某 经 济 指标 的 发 展 规律 进行 评估 预测 而 建立 的 ,但 类 似 地 也 
适用 于 其 他 方面 的 一 些 数据 规律 的 评估 预测 问题 , 即 该 模型 具有 很 广泛 的 应 


用 性 . 
20.6 ”参考 案例 与 参考 文献 
1 参考 案例 


(1) 出 版 物 差错 数 的 预测 问题 一 一 文献 [1] :358 一 363 


版 社 
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(2) 100 米 跑 的 成 绩 预测 问题 一 一 文献 [2] :235 一 236 

(3) 合理 购房 问题 一 一 文献 [3] :190 一 196 

(4) 深海 电缆 的 参数 设计 问题 一 一 文献 [3 ] :196 一 204 

(5) 瓷砖 制造 工艺 的 优化 问题 一 文献 [3 ] :228 一 235 

(6) 输油管 道 防腐 蚀 问题 一 文献 [3 ] :236 一 241 

(7) 事故 伤亡 率 问题 一 一 文献 [5] :58 一 63 

(8) 胜利 渠 的 灌溉 问题 一 一 文献 [4] :472 一 487 

2， 参考 文献 

[1] 邓 聚 龙 . 灰色 系统 理论 教程 . 武汉 :华中 理工 大 学 出 版 社 ,1990 
[2] 沈 继 红 等 . 数学 建 模 . 哈尔滨 :哈尔滨 工程 大 学 出 版 社 ,1998 

[3] 邓 聚 龙 . 灰 预 测 与 灰 决 策 . 武汉 :华中 科技 大 学 出 版 社 ,2002 

[4] 邓 聚 龙 .灰色 控制 系统 . 第 二 版 . 武汉 :华中 理工 大 学 出 版 社 ,1993 
[5] 赵云 胜 等 .灰色 系统 理论 在 地 学 中 的 应 用 研究 . 武汉 :华中 理工 大 学 出 
,1997 

[6] 夏 军 . 灰色 系统 水 文学 . 武汉 :华中 理工 大 学 出 版 社 ,2000 

[7] 北京 市 统计 信息 网 :http ://www. bjstats. gov. cn/ 
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“第 每 首 丫 六 群生 工 天 申 
均 出 型 嫩 痢 祖 吝 六 冬 奖 性 守 开 团 莹 者 
娟 过 并 二 出 性 倍 韩正 “ 才 内 次 生肖 . 放 形 去 
状 , 囊 姓 注 “ 求 必 列 鞭 重 关 朱 间 淹 牛 求 


ELE 二 2 
景 轩 肯 了 伦 乞 印 录 中 “ 系 许 导游 阴 区 区 了 伸 妇 痢 “去 凌 肯 中 六 伙 
“ 喷 尼 得 诈 “于 迎 引 区 与 攻 祝 于 网 国 玫 “前 村 与 首 放 将 驹 “ 冰 
和 革 光 租 许 “ 晶 攻 尾 平 肯 区 非 炒 得 “ 阁 囊 明王 臣 “ 光 习 到 到 阴 
器 润 格 “ 航 茹 平 区 划 语 站 世间 “到 吉政 1 时 母 除 送出 对 于 和 牛 求 
“水 民 册 对 肯 避 首 工 火 型 其 殉 旺 天 办 9YTLVWN 殖 府 厂 著 营 几 娟 
支 琴 和 书 去 闻 国 美 叶 国 中 者 的 尼 贿 纪 王 " 胺 蔚 苇 境 攻 驳 深 轧 迎 屁 
去 凌 瞪 内 “34 图 “上 堆 攻 党 良 名 目 堆 “ 直 4 录 党 朗科 从 阳 “34 尖 区 
- 玫 莉 捍 “ 认 只 学 尾 “ 放 只 科 移 非 “ 麻 媒 凌 束 “ 峰 妊 科 秒 “ 坦 必 
色 加 “长 殉 枉 盖 人 4 过 迭 “垮台 吾 “ 叶 从 与 副 野 “天 式 4 
肢 “ 逢 人 尺 4 兰 “上 必 号 尘 “ 直 必 电 置 墅 母 号 国 笃 王 肯 和 牛 求 


半 拜 肯 曼 奖 专 姓 册 对 对 性 肯 出 薪 妥 -， 工 星 玫 
4 录 兴 “ 邮 科 出 状 “ 将 岂 当 人 灶 “--[ 表 企 舟 牛 雪 “ 隐 送出 机 肯 吃 和 
- 毗 树 导 期 煤 有 切 性 每 “ 妆 和 和 演 着 净 目 蜂 闫 一 盘 “ 有 放 腹 
专 玫 羔 疗 0 肯 出 浣 工 大 炎 彬 将 民 屁 效 深 “明和 地 束 刊 找 求 








